[ Theéme : Fonctions vectorielles

EXERCICE 1 J Fonction vectorielle f tel que f(t) € O_n(R)
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Soit f : R — M, (R) une application dérivable sur R telle que f(0) = I,. Montrer que si f() est une
matrice orthogonale pour tout t € R alors f'(0) est une matrice antisymétrique.

EXERCICE 2 || Dérivabilité de t — || £(£)||

R Titre : Dérivabilité de t — || f(¢)|| W Difficulté :
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Soit E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté (, ) et soit f : R — E une application dérivable.
Montrer que 'application g : R — R;t — g(t) = [|f(t)| est dérivable en tout point t; € R tel que
f(to) # 0. Calculer alors g’ (to).

EXERCICE 3 § Fonction vectorielle matricielle

M Titre : Fonction vectorielle matricielle W Difficulté :
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Soit X : I — M, (R) une application de classe C! sur un intervalle I a valeurs dans M, (R) tel que pour
tout t € I, la matrice X(t) est inversible. On note alors Y (t) = (X(t)) ! pour tout t € I.

1. Démontrer que la fonction t — Y (t) est de classe C! sur I. Préciser Y'(t) en fonction de X(t) et X'(t)
pour tout t € I.

2. Soit C : I — M, (IR) une application continue d’un intervalle ouvert I voisinage de 0 vers M, (R).
Démontrer l’existence et 'unicité d’une application X : I — M,,(R) de classe C! vérifiant :

Vte LX'(t)=C(t) et X(0)=1I,

En déduire qu'il existe un intervalle ouvert | voisinage de 0, dans lequel la matrice X(t) est inversible.
Précise ce résultat lorsque la matrice C(t) est égale a une matrice D constante (indépendante de t).

EXERCICE 4 || Dérivabilité a droite de g(t) = || £(¢)||

R Titre : Dérivabilité a droite de g(t) = || f(#)]| W Difficulté :
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Soit (E, ||.]|) un espace vectoriel normé de dimension n avec n > 1

1. Démontrer que si pour tous réels a et b tel que a < b, si h : | =]a, b|— R est une fonction convexe
alors h est derivable a droite en tout point de J.

2. Démontrer que pour tout intervalle non trivial I de R et tout couple (v,w) € E2, I'application
Dy I — Rt — Py (t) = ||w + to]| est convexe sur l'intervalle 1.



3. Soit I un intervalle ouvert non vide de R et f : I — E une application continue sur I.
Pour tout t € I, on pose g(t) = || f(#)]-
Montrer que si f est dérivable a droite en un point ¢y € I alors g est dérivable a droite au point f et
que:

18a(to)l < [ fa(to) |

EXERCICE 5 | SiVx €]a, b], f_d'(x) € C avec C fermé convexe ..
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E est un espace vectoriel normé de dimension finie sur R. Soit f : [a, b] — E une application continue d"un
segment [a,b] de R vers R ayant une dérivée a droite en tout point x €]a, b[. Soit C une partie fermée et
convexe de E tel que : Vx €]a, b, f;(x) € C. Montrer que :

o (f(6) ~ fla)) € C

EXERCICE 6 J Fonction tel que | f(¢)||> + || f'(t)||*> > O pour tout t € [a, ]]
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Soit a,b € R tel que a < b et on consideére une application f : [a,b] — E de [a, b] vers E avec E un espace
vectoriel réel normé, dérivable sur [a, D] et vérifiant :

vt € [a, bl | f (DI + I (1) >0

Démontrer que I’ensemble des zéros de f est une partie finie de I.

EXERCICE 7 | Dérivabilité au point 0 de f(t) = det(I_n + tA)

A Titre : Dérivabilité au point 0 de f(t) = det(I_n + tA) W Difficulté :
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Soit n € IN* et A € M,,(R). On considére I'application f : R — R;t +— f(t) = det(I, + tA). Montrer que
f est dérivable au point 0 et calculer f(0).

EXERCICE 8 | Fonction vectorielle matricielle A tel que A(t) € O_2n+ 1(R)

A Titre : Fonction vectorielle matricielle A tel que W Difficulté :
A(t) € 02n+1(R) *
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Soit n € N et I un intervalle non trivial de R. On considére une application A : I — My, 11(RR) dérivable
sur [, tel que Vt € I, A(t) € Opy41(R). Démontrer que Vt € I,det(A’(t)) = 0.

EXERCICE 9 | Théoréme du relevement : preuve dans un cas particulier



R Titre : Théoréme du relévement : preuve dans un cas particulier W Difficulté :
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Soit I un intervalle non trivial de IR.

1.
2.

Démontrer que:Vz € C,|¢?| =1 =z € R.

Soit f, g : I — C deux fonctions dérivables sur I, a valeurs dans C* et telles que fTI = % Montrer que
f et g sont proportionnelles, c’est-a-dire qu’il existe A € C* tel que g = A f

Soit i : I — C une fonction de classe C! sur I telle que, pour te I, |h(t)| = 1Sity € I et §y € R sont
tels que 1 (ty) = ¢%, montrer que la fonction 0 définie sur I par

LH'(s)
Viel, 0(t)=6y—i d
=01 ] sy ¥
est de classe C! sur I, vérifie h(t) = ig(t), pour tout ¢t € I et que la fonction 0 est a valeurs réelles.

Soit f : I — C une fonction de classe C! sur I et & valeurs dans C*

(a) Montrer que la fonction ¢ : I — R, t — |f(t)| est de classe C! sur I

(b) Soient ty € I et 6y € R tels que f (to) = |f(to)|e®. Montrer qu’il existe une unique fonction
0:1— R,declasse C! telles que

0(t)) =00 et Vte I f(t)=]|f(t)]e®



