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PROBLEME 1 : Algebre des quaternions

1. Etude d’une symétrie

/ /
11) a) Soient (a,b,c,d,a’,b’,c',d") € C8 puis A = [g Z} et A = {Z, Z,} . Soit (A, A') € C2.

= Ao (A) + No(A).

13/ _ 11,/ _ ! _}
U(AA+/\,A,):[Ad+Ad (Ab+Ab)]:A[d ab]Jr/\,{ b}

(Ac+ M) Aa+MNd - a

Donc
(s E(Mz(C))

cen-o([4, )L -

Donc ¢? = 1d M,(C)- Ainsi, o est une involution linéaire de l’espace vectoriel M, (C) et donc

o est une symétrie du C-espace vectoriel M;(C).

b) On a déja card((I,],K,L)) = 4 = dim(M;(C)) < +o0. Pour montrer que la famille (I, ], K, L) est une base de M,(C), il
suffit de montrer que la famille (I, J, K, L) est libre.

Soit (a,b,c,d) € C*.

Soit (a,b,c,d) € C* puis A = [i Z}

1 0 0 -1 0 i —i 0 |0 0
uI—l—b]—i—cK—l—dL—O:Mz[O 1]4—19[1 0}+C[i O]+d{0 i}_[o 0}
a+id =0
a—id —b+ic| |0 0O a—id=0
b+ic a+id| |0 O b+ic=0
—b+ic=0
(a+id)+ (a—id) =0 20=0
(a+id) — (a—id) = _ Jaid=o0
(b+ic)+ (=b+ic)=0 2ic=0
(b+ic)— (=b+ic) =0 2b=0

Ainsi, la famille (I, ], K, L) est libre et donc
la famille (I, ], K, L) est une base de M,(C).
Ensuite o(I) =1,0(]) = —],0(K) = —Keto(L) = —L. Donc
Mat(; ;g 1)(0) = diag(1, -1, -1, -1).

! /
12) a) Soient (a,b,c,d,a’,b',c',d") € C8 puis A = [? Z} etB = [?/ Z/} . Alors

7 K d —b dd' +cv’ —bd —ab’
o(B)o(A) = [—c’ a } X [—c a ] - [—dc’—ca’ bc' + ad’ }

. aa' +bc’  ab' + bd’ (17 bl a v
- ca' +dc’ b +dd'| ) c d d d

=0(AB)



On a montré que

V(A,B) € (My(C))?,0(AB) = o(B)o(A).

b) Soit (a,b,c,d) € C*et A = [‘C’ b].

Ac(A) = {” b} x {_"C ‘ab] - [“dabc adﬁbc] — (ad — be)T = det(A).

VA € Ma(C), Ac(A) = det(A)1.|

¢) Si A est inversible, on a det(A) # 0 et donc, d’apres la question b),

(@A) () = L.

On en déduit que o(A) est inversible a gauche et donc inversible. De plus, (c(A))~! !

= WA' Ensuite, d’apreés a),
(A Ho(A) =c(AAY) =0o(I) = 1.

On en déduit que (A1) = (0(A))~L. Finalement,

1
1 _ -1y _
VA € GLy(C),0(A) € GLy(C) et (c(A)) ' =0(A™) = 7det(A)A'
. N 8 .- _|a b ’ a v . / 2
13) a) Soient (a,b,c,d,a’,b’,c’,d") € C° puis A = c d et A = o etsoit (A, A') € C=.

TAA+MNA) = Aa+Nd )+ Ad+Ad)=Aa+d)+ A (d +d)=At(A) + At (A).

Donc

‘ T est une forme linéaire sur M;(C). ‘

b) Soit (a,b,¢,d) € C* puis A = [i Z}

A—HT(A)—[a b}+[_dc _ab]_[”gd aid}_(wd)l_r(A)l.

Ainsi,

VA € My(C),0(A) = —A +T(A)L|

II. Une R-algebre célebre : 1’algebre des quaternions

14) a) Existence. Soit (z1,2z3) € C2. Posons z; = a — i6 et zy = B + i oli a, B,y et § sont quatre réels.

_|a—i6 —B+iy
M(Zl'zz)[ﬁ+i'y oc—i—ié}

10 0 -1 0 i i 0
o O R Y R P R
= al + B] + 7K + L.

Donc tout élément de H est une combinaison linéaire de I, |, K et L.

Unicité. D’apres la question 12)b), la famille (I, ],K, L) est une base du C-espace vectoriel M,(C). En particulier, si
a,B,7,6,&,B,7 et & sont 8 réels tels que al + ] + YK+ 0L = &'+ B J+vK+dLalorsa =o', =p,7 =7 et

8 = ¢’ ce qui démontre 1'unicité d’une décomposition.
Toute matrice de H s’écrit de maniere unique sous la forme al + 8] + yK + 6L ot &, 5, y et J sont des réels.

b) Il reste a constater que I = M(1,0), ] = M(0,1), K = M(0,i) et L = M(—1i,0) sont quatre éléments de H. Ainsi, la famille
(I,],K,L) est une famille d’éléments de H telle que tout élément de H est combinaison linéaire (a coefficients réels) des

éléments de cette famille. Donc

la famille (I, ], K, L) est une base du R-espace vectoriel H et dimg (H) = 4.



¢) Soit (z1,22,27,25) € CL

— / / / Sl / >~/

Z] —Z z; —z 2127 — ZpZy —Z1Zy — 22Z

M(z1,22) x M(z1,29) = |0 22| < |71 22| = 700 22 R 2
2 7 Zy  Zy Zpz1 + 212y  —2Z2Zy + 2127

= M(z12} — 2225, 202} + Z125) € H.
Donc
H est stable pour le produit matriciel.

d) On suppose acquis le fait que (M(C),+,-, X) est une R-algebre (de dimension 8). D’apres la question 14)b), H =
Vectr (1, ], K, L). Par suite, H est un IR-espace vectoriel et H est non vide et stable pour + et -. Ensuite, H est stable pour
le produit matriciel d’apres la question 14)c). Enfin, H contient I ’élément neutre de M;(C) pour x. Donc H est une
sous-algebre de la R-algebre (M (C), +, -, X) et en particulier,

H est une R-algebre.

JK = M(0,1)M(0,i) = M(—i,0) = Let K] = M(0,i)M(0,1) = M(i,0) = —L. Donc | et K sont deux éléments de H tels que
JK # K] et H n’est pas une algebre commutative.
15) a) Soit (z1,23) € C? puis A = M(z1,22).

o(A) = [_2;2 zﬂ = M(z1,~%) € H.

D’autre part,
det(A) = 2121 + 2% = |z1)* + |22 € RT.

VA € H,0(A) € Het det(A) € R™.

b) Soit (z1,2z2) € C? puis A = M(z1,27).

A¢GLy(C) e detA=0% |z1*+|n?=0221=20=0& A=0.

Ainsi, toute matrice non nulle de H est inversible pour x dans M;(C). On sait alors que A~! = ——1 -0 (A). Or, d’apres la

= det(4)
question a), 0(A) € H et donc mU(A) € H. Ainsi,

toute matrice non nulle de H est inversible et son inverse est dans H.

)
— H\ {0} estnon vide car contient I et H C GL,(C) d’apres la question précédente.

— On sait déja que x est une loi interne dans H. Plus précisément, puisque tout élément non nul de H est une matrice
inversible, le produit de deux matrices non nulles de H est inversible et en particulier non nul ou encore H \ {0} est
stable pour x.

— D’apres la question b), tout élément de H \ {0} posseéde un inverse pour x dans H \ {0}.
Finalement H \ {0} est un sous-groupe de (GLy(C), X ) et en particulier

’ (H\ {0}, x) est un groupe. ‘

16) Soit (a,b,c,d,a’,V',c',d") € Z8 puis A = M(a —id,b+ic) =al +b] + cK+dLet A’ = M(a' —id',b' +ic') =a' I+ V'] +
'K+ d’'L.On a déja
det(A) = |a—id* + |b+ic|> = a® + b* + > + d* et det(A') = a? + b2 + ? +d"”.
D’autre part, d’apres la question 14)c)
AA" = M(a—id, b+ic)M(a' —id', b +ic")
=M((a—id)(a' —id") — (b—ic)(b' +ic"), (b+ic)(a' —id") + (a+id) (b +ic"))
= M((aa" —bb' — ¢’ —dd") —i(ad' + bc' — cb' +da’), (ab’ +ba' + cd’ —dc") +i(ac’ — bd' + ca’ +db'))

(@ + b+ +d%)(a? + 1%+ +d?) = det(A) det(A) = det(AA")
= (aa’ —bb' — cc' — dd')* + (ab’ + ba’ + cd' — dc')? + (ac’ — bd' + ca’ 4+ db')? + (ad’ + b’ — .
Comme les quatre réels aa’ — bb' — cc’ —dd’, ab’ 4+ ba’ + cd’ — dc’, ac’ — bd' + ca’ + db’ et ad’ + bc’ — cb’ + da’ sont des entiers
q

relatifs, on a montré que tout produit de deux sommes de quatre carrés d’entiers est encore une somme de quatre carrés
d’entiers.



III. Un produit scalaire et une projection orthogonale

17) a) Soit (A, B) € H?. D’apres la question 15)a), c(A) et o(B) sont dans H. Puisque H est une R-algebre, il en est de méme
de Ac(B) + Bo(A). Par suite, il existe deux nombres complexes z; et z, tels que Ac(B) + Bo(A) = M(z1,22). On a alors

(AlB) = 3(=1 +7) = oRe(z1) € R

N

Y(A,B) € H?, (A|B) € R.

b) Soit A € H. D’aprés la question 12)b) et puisque T est linéaire,

1

(AlA) = LAc(A) + o(A)A) = iT(Zdet(A)I) _ %zdet(A) (1) = det(A).

N

VA € H,(A]A) = det(A). |

V]
— D’apres la question a), (.|.) est une application de H? dans RR.
— Soit (A, B) € H2.
1 1
(B|A) = Z(BU(A) + Ac(B)) = Z(AU(B) + Bo(A)) = (A|B).

Donc (.|.) est symétrique.

— T et o sont linéaires. On en déduit que (.|.) est linéaire par rapport a sa premiere variable et donc par symétrie, (.|.) est
bilinéaire.

— Soit A € H. D’apres les questions 17)b) et 15)a), (A|A) = det(A) € R*. Donc (.|.) est positive.

— Soit A € H telle que (A|A) = 0. Alors, det(A) = 0 et A est un élément non inversible de H. D’apres la question 15)b),
on a nécessairement A = 0. Donc (.|.) est définie.

En résumé, (.|.) est une forme bilinéaire, symétrique, définie et positive sur le R-espace vectoriel H et donc

‘ (.].) est un produit scalaire sur H. ‘

18) Déja, det(I) = det(]) = det(K) = det(L) = 1 et donc
=11 = K] = IL]f = 1.

Ensuite, on note que 0(]) = —J, 0(K) = —Keto(L) = —L puis que JK = —K] = L, KL = —LK = Jet L] = —JL = K.
Puisque 7 est linéaire, on a

(I]]) = iT(_]-;_ I) = ET(O) = 0 etde méme (I|K) = (I|L) =0
et aussi

(JIK) = iT(—]K —K]) = iT(o) — 0 et de méme (J|L) = (K|L) = 0.

Finalement, puisque (I, ], K, L) est déja une base de H,

‘ (I,],K, L) est une base orthonormée de (H, (.|.)). ‘

19) a) T est une forme linéaire non nulle (car par exemple 7(I) = 2 # 0) sur H et F est le noyau de cette forme linéaire non
nulle. Donc
F est un hyperplan de H.

On en déduit que dim(F) = 4 — 1 = 3. On note alors que, puisque 7(J) = 7(K) = 7(L) = 0, J, K et L sont trois éléments de
F. Ainsi, la famille (], K, L) est une famille libre de F vérifiant de plus card(J,K, L) = 3 = dim(F) < +o0. Donc

une base (orthonormée) de F est (J, K, L).

b) Puisque F est un hyperplan de H, F + est une droite vectorielle. Puisque (I, ], K, L) est une base orthonormée de H, I est
une matrice non nulle orthogonale a ], K, L et donc a F. On en déduit que la famille (I) est une base de F et en particulier
que

F = {alx € R}.



¢) Soit A € H. Posons A = al + B] +yK + 6L ot &, B,y et § sont quatre réels. Alors

1 1
E(A —0(A)) = E((al—l—ﬁ]—i—’yK—i—(SL) — (eI = ] —yK —6L)) = B] + vK + JL.
Donc %(A —0(A)) € F etd’autre part A — %(A —0(A)) = al € F-. On a montré que

VA € H,m(A) = %(A —o(A)).



PROBLEME 2 : Exemples de matrices semblables a leur inverse

Partie A

1. Montrons que la relation ~ est réflexive. Soit A € M3(RR). Puisque I; € GL3(R) et que A = I;'Al;;ona A ~ A.Ona
montré que
(VA e M3(R),A~ A)

et donc la relation ~ est réflexive.
e Montrons que la relation ~ est symétrique. Soit (A, B) € (M3(R))?.Si A ~ B, il existe P € GL3(R) telle que B = P~ AP.
On en déduit que B = (P~!)"!AP~!. Comme P~! € GL3(R), on a donc B ~ A. On a montré que

(V(A,B) € (M3(R))* (A~ B =B~ A))

et donc la relation ~ est symétrique.
e Montrons que la relation ~ est transitive. Soit (A, B,C) € (M3(RR))3.Si A ~ Bet B~ C, il existe (P, Q) € (GL3(R))? tel
que B =P 'APet C = Q7 'BQ. On en déduit que C = Q" 'P~1APQ = (PQ) 'A(PQ). Comme PQ € GL3(R), on a donc
A ~ C.On a montré que

(V(A,B,C) € (M3(R))*>,(A~BetB~C= A~C))

et donc la relation ~ est transitive.
Finalement, la relation ~ est réflexive, symétrique et transitive.

La relation ~ est une relation d’équivalence sur M3(R).
2.Soit (A, B) € (M3(IR))2.Si A et B sont semblables, il existe P € GL3(RR) telle que B = P~!AP. On en déduit que
det(B) = det(P~'AP) = det(P~!) det(A) det(P) = det(A)
car det(P~!) = (det P) 1. Par contraposition, on a montré que
V(A,B) € (M3(R))?, (det A # det B = A = B).

3. a. Soit y € Im(w). Il existe x € Ker(u'/) tel que y = w(x) = u'(x). Mais alors, u/(y) = u/(u'(x)) = u"t(x) = Oet
y € Ker(#/). On a montré que Vy € E, (y € Im(w) = y € Ker(/)), et donc que

Im(w) C Ker(u/).

b. D’apres le théoreme du rang, o
dim(Ker(u'*7)) = dim(Ker(w)) + dim(Im(w)).

Mais d’aprés a), Im(w) C Ker(u/) et d’autre part, Ker(w) = Ker(u') NKer(u'*7) C Ker(u'). Donc, en passant aux dimensions
dim(Ker(u'/)) < dim(Ker(u')) + dim(Ker(u/)).

4. a. 'égalité u® = 0 fournit dim(Ker(u3)) = 3 et I'égalité rang u = 2 fournit, d’apres le théoréme du rang, dim(Ker(u)) =
3 —2=1.D’apres 3.b),
dim(Ker(u?)) < dim(Ker(u)) + dim(Ker(u)) =1+1=2.

D’autre part,
3 = dim(Ker(4%)) < dim(Ker(u?)) + dim(Ker(u)) = dim(Ker(u?)) 4+ 1

et donc dim(Ker(1?)) > 2. Finalement,
dim(Ker(u?)) = 2.

b. D’apres a), dim(Ker(u?)) = 2. En particulier, Ker(u?) # E et donc u? # 0. Il existe donc un vecteur a tel que u?(a) # 0.
Montrons que la famille (u?(a), u(a),a) est libre.

Soit (&, B,7) € R3. Supposons que au?(a) + Bu(a) + ya = 0. En prenant 'image des deux membres de cette égalité par u?,
on obtient au*(a) + Bu’(a) + yu®(a) = u*(0). Mais, puisque u? est un endomorphisme de E, on a u?(0) = 0. D’autre part,
u® = 0 et en particulier, #3(a) = 0. Enfin, u*(a) = u(u®(a)) = u(0) = 0. Il reste donc yu?(a) = 0, et, puisque le vecteur u?(a)
n’est pas nul, 7 = 0. Par suite, au?(a) + pu(a) = 0, et en prenant 'image des deux membres par u, on obtient, pour les
meémes raisons que précédemment, & = 0. Enfin, il reste fu(a) = 0 et donc f = 0. Finalement,

V(wB,7) € R, ((an(a) + Pula) + ya = 0) = (a = p =7 = 0)).



Par suite, la famille (u?(a), u(a),a) est libre. De plus, card(u?(a), u(a),a) = 3 = dim(E) < +oo, et donc

La famille (#%(a), u(a),a) est une base de E.

0 00
Mat(uz(ﬂ),u(a),u)(”): 1 0 0.

c. On a immédiatement

010
Mais alors, u? = (ELQ + E2,3)2 =E19E1p+ E12E23+ Ex3E12 + Ex3Ex3 = Eq 3 et dong,

0 0 O
Mat(,2(q) u(a))(#*) = [0 0 0]
1 00

5. a. Puisque rangu = 1, u n’est pas nul et il existe un vecteur b tel que u(b) # 0.
b. Puisque rang u = 1, d’apres le théoréme du rang, dim(Ker(u)) = 2 et Ker(u) est un plan vectoriel. Puisque u?> = 0, on a
Im(u) C Ker(u) (u?> =0 = Vx € E,u(u(x)) = 0= Vx € E,u(x) € Ker(u)).
Ainsi, Im(u) est une droite vectorielle contenue dans Ker(u). Le vecteur u(b) est un vecteur non nul de Im(u) et donc la
famille (u(D)) est une base de Im(u) ou encore une famille libre du plan Ker(u). D’apres le théoréme de la base incomplete,
il existe un vecteur ¢ de Ker(u) tel que la famille (u(b), ¢) soit une base de Ker(u) et en particulier une famille libre de E.
Il existe un vecteur ¢ de Ker(u) tel que la famille (u(b), c) est une famille libre de E.
Montrons alors que la famille (u(b), b, c) est une base de E. Il suffit pour cela de vérifier que cette famille est libre. Soit
(wB,7) € R°.

au(b) + b+ yc =0 = u(au(b) + pb+yc) =0 = pu(b) =0,

(car u? = O et c € Ker(u)), et donc B = 0 puisque u(b) # 0.
Il reste au(b) + yc = 0 et donc @ = y = 0 car la famille (#(b), ¢) est libre. Finalement, la famille (u(b), b, ¢) est libre et donc

‘ La famille (u(b), b, c) est une base de E. ‘

c¢. Immédiatement,

2

puis, comme - — u = —1,

Partie B

6. A et T sont semblables. Par suite, d’apres A.2, det A =detT =1-1-1 = 1. La matrice A est donc bien inversible.
7.0na N = aEj, + BE1 3 + vEps. Par suite, N> = (aE15 + BE13 + 7E23)? = ayE1z et N> = N-N? = (aE1, + BE13 +
YEy3)avEq 3 = 0. En résumé,
N3 =o.

Par passage a l'inverse, on obtient alors pla-1p = (P‘lAP)_1 = (I + N)_l. Maintenant, d’apres B7, N3 = 0 et dong,
(L+N)(I3—N+N?) =3+ N3 = I3 = (I — N+ N?)(I3 + N). On en déduit que l'inverse de I3 + N est I3 — N + N2.
Dong,

P'A7'P =13 - N+ N2
8.5i N =0, alors A = I3 etdonc A = A~L. Dans ce cas particulier, les matrices A et A~1 sont semblables car égales.
9. a. Soit # 'endomorphisme de R3 de matrice N dans la base canonique. Par hypothese, u3 = 0 et rang(u) = 2. D’aprés

01 0
A.4.c), il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est (O 0 1) , ou encore
1
0
0

On en déduit que M est semblable a la matrice U?> — U carsi N = P~1UP,

M =N?—-N = (P~'ur)? - p~'up = P~ 'u?p — p~'up = P~ (U? - U)P.



b. La matrice M est semblable a la matrice V et a donc méme rang (puisque P et P! sont inversibles, le rang de P~ MP
est le rang de M). Les deux derniéres colonnes de V ne sont clairement pas colinéaires, ce qui montre que V est de rang au
moins 2, et la premiére colonne de V est nulle ce qui montre que V est de rang au plus 2. Finalement, V est de rang 2 et donc,

rang M = 2.
c. M est donc également une matrice telle que M> = 0 et rang M = 2. Par suite, d’aprés B.9.a), M et N sont semblables toutes
010
deux ala matrice [0 0 1 ].Par transitivité de ~ (question A.1.), on a montré que
0 00

M et N sont semblables.

d.OnadéaP'AP =1+ Net P"'A7!P = [ + M. Mais d’aprés la question précédente, il existe une matrice Q € GL3(R)
telle que M = Q" INQ. Par suite

At =P(I4+MP1=PI+Q 'NQP'=PQ 1 (I1+N)QP 1 =PQ P tAPQP ! = (PQP 1) 1A(PQP!).

Ceci montre que
Les matrices A et A~ sont semblables.

10. I'égalité rang N = 1 impose au mineur en haut a droite d’étre nul ou encore ay = 0. D’apres B.6., on a alors N> = 0.
Par suite, par un raisonnement analogue a celui de la question précédente, la question A.5. montre que N est semblable

0 00
al’ = [1 0 0] et Mestsemblablea V' = —U’. Ainsi, M et N sont toutes deux de carré nul et de rang 1 et donc
0 00

semblables, toujours d’apres A.5.. Comme a la question précédente, on en déduit que A et A~! sont semblables.
11. Exemple : a. Soit x € E. Posons x = aa + b + yc ol «, B et 7y sont trois réels.

0 0 0 o 0
xeKer(u—idg) < |0 -1 -1 Bl=|0]p+y=0.
01 1) \y 0

Dong,
Ker(u —idg) = {aa + pb— Bc, (v, B) € R?} = {wa+ B(b—c), («,B) € R?*} = Vect(ey,ep) otie; =aete, = b —c.

Les vecteurs ej et e, n’étant pas colinéaires, (e1, e;) est une base de Ker(u — Id) qui est en particulier de dimension 2. (Une autre
maniere d’obtenir cette dimension était la suivante : dim(Ker(# —Id)) = 3 —rang(# —Id) =3 —rang(A—1) =3—-1=2))

10 O
b. La matrice de la famille (e1, 5, ¢) dans la base (a,b,c) est [0 1 —1 |.Son déterminant vaut 1 et n’est donc pas nul. Par
00 1
suite,
La famille (eq, €3, ¢) est une base de E.
On a déja u(e;) = e et u(ey) = ep. D'autre part, u(c) = —b+2c = —(b—c) + ¢ = —ey + ¢ (si on ne découvre pas cette
relation, les formules de changement de base fournissent la matrice de u imparablement). La matrice de u dans la base
1 0 O
(e1,e0,¢) s’écritdonc [0 1 —1
0 0 1
10 0
1. La matrice A est, d’aprés b), semblable a lamatrice T= |0 1 —1] =14 Nou N = —Ej3 estde carré nul et de rang 1.
0 0 1

D’apres B.10., les matrices A et A1 sont semblables.
12. La matrice — I3 est inversible, égale a son inverse ((—I3) - (—I3) = I3) et en particulier semblable & son inverse. Maintenant,
det(—I3) = (—1)®> = —1 # det T. — I3 n’est donc pas semblable (d’apres A.2.) a une matrice du type T.



