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• L’épreuve comporte deux problèmes indépendants.
• Dans le premier problème on étudie l’algèbre des quaternions.
• Dans le deuxième problème on étudie la question qaund est ce qu’une matrice carrée et son inversesont semblables PROBLÈME 1
R désigne le corps des nombres réels et C le corps des nombres complexes.
M2(C) désigne l’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 à coefficients dans C.On pose :

I =
(1 00 1) , J =

(0 −11 0 ) , K =

(0 i
i 0) et L =

(
−i 00 i

) .
I. Étude d’une symétrieOn notera bien, que dans toute cette partie, M2(C) est muni de sa structure de C-algèbre.Pour A =

(
a b
c d

) dans M2(C) on pose : σ (A) =
(

d −b
−c a

) et τ(A) = a + d.
1. (a) Montrer que σ est une symétrie du C-espace vectoriel M2(C).(b) Établir que (I , J , K , L) est une base du C-espace vectoriel M2(C) puis donner la matrice del’endomorphisme σ dans cette base.2. On considère A et B dans M2(C).(a) Montrer que : σ (AB) = σ (B)σ (A).(b) Justifier l’égalité : Aσ (A) = det(A)I .(c) Montrer que si A est inversible alors σ (A) l’est aussi. Exprimer les matrices σ (A)−1 et σ (A−1)en fonction de A.3. (a) Vérifier que τ est une forme linéaire sur le C-espace vectoriel M2(C).(b) Soit A dans M2(C). Exprimer σ (A) à l’aide des matrices A, I et du complexe τ(A).

II. Une R-algèbre célèbre : l’algèbre des quaternionsOn notera bien, que dans toute cette partie, M2(C) est muni de sa structure de R-algèbre.À tout couple (z1, z2) de nombres complexes on associe la matrice
M(z1, z2) =

(
z1 −z2
z2 z1

) .
On désigne par H l’ensemble des matrices de M2(C) de la forme M(z1, z2), le couple (z1, z2) décrivant
C2.1. (a) Montrer que toute matrice de H s’écrit de manière unique sous la forme

αI + βJ + γK + δLoù α , β , γ , δ sont des réels.
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(b) En déduire que H est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel M2(C). Préciser unebase et la dimension du R-espace vectoriel H.(c) Montrer que H est stable pour le produit matriciel.(d) Montrer que H est une R-algèbre. La R-algèbre H est-elle commutative ?2. (a) Vérifier que : ∀A ∈ H, σ (A) ∈ H et det(A) ∈ R+.(b) Montrer qu’une matrice non nulle de H est inversible et que son inverse est dans H.(c) Vérifier que (H \ {0}, ×) est un groupe.3. Montrer que si deux entiers naturels peuvent tous deux s’écrire comme une somme de quatre carrésd’entiers naturels alors il en est de même de leur produit.On pourra exprimer det(M(z1, z2)) comme une somme de quatre carrés de réels.
III. Un produit scalaire et une projection orthogonalePour A et B dans H on pose :

(A | B) = 14τ (Aσ (B) + Bσ (A)) .
1. On considère A et B dans H.(a) Prouver que (A | B) ∈ R. On pourra utiliser la question 5)a).(b) Montrer que (A | A) = det(A).2. Montrer que pour toutes matrices A1, A2, A, B ∈ H et tout scalaire α ∈ R, on a :(a) ⟨A | B⟩ = ⟨B | A⟩(b) ⟨A1 + αA2 | B⟩ = ⟨A1 | B⟩ + α⟨A2 | B⟩(c) ⟨A | A⟩ ≥ 0, avec égalité si et seulement si A = 0.On exprime ça en disant que ⟨|⟩ est un produit scalaire sur le R−espace vectoriel H

3. Vérifier que ∀X , Y ∈ {I , J , K , L}, ⟨X , Y ⟩ = δX ,Y où δX ,Y =

{ 1 si X = Y0 si X ̸= Y . On dit que (I , J , K , L)est une base orthonormale de H.4. On pose F = {A ∈ H | τ(A) = 0}.(a) Montrer que F est un hyperplan du R-espace vectoriel H. En donner une base.(b) Montrer que si on note : G = {αI , α ∈ R}, alors F ⊕ G = H et que :
∀(X , Y ) ∈ F × G , ⟨X | Y ⟩ = 0

(c) On désigne par π la projection sur F parallèlement à G . Montrer que :
∀A ∈ H, π(A) = 12(A − σ (A)).PROBLÈME 2

Dans tout le problème, E est un R-espace vectoriel de dimension 3.Pour u endomorphisme de E et n entier naturel non nul, on note un = u ◦ u ◦ . . . ◦ u (n fois).On note M3(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3, GL3(R) le groupe des matricesinversibles de M3(R), et I3 la matrice unité de M3(R).On notera par 0 l’endomorphisme nul, la matrice nulle et le vecteur nul.Pour deux matrices A et B de M3(R), on dira que la matrice A est semblable à la matrice B s’il existeune matrice P de GL3(R) telle que : A = P−1BP .On rappelle que si B et B ′ sont deux bases de E , si P est la matrice de passage de la base B à la base
B ′, si u est un endomorphisme de E de matrice A dans la base B et de matrice A′ dans la base B ′ alors
A′ = P−1AP (en particulier, la matrice A′ est semblable à la matrice A).
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Partie A1. On notera A ∼ B pour dire que la matrice A est semblable à la matrice B. Démontrer que larelation ∼ est une relation d’équivalence sur M3(R). On pourra désormais dire que les matrices Aet B sont semblables.2. Démontrer que deux matrices de M3(R) de déterminants différents ne sont pas semblables.3. Soit u un endomorphisme de E et soit i et j deux entiers naturels.On considère l’application w de Ker ui+j vers E définie par : w(x) = ui(x).(a) Montrer que Im w ⊂ Ker uj .(b) En déduire que dim(Ker ui+j) ≤ dim(Ker ui) + dim(Ker uj).4. Soit u un endomorphisme de E vérifiant : u3 = 0 et rg u = 2.(a) Montrer que dim(Ker u2) = 2. (On pourra utiliser deux fois la question 3b.)(b) Montrer que l’on peut trouver un vecteur a non nul de E tel que u2(a) ̸= 0, et en déduireque la famille (u2(a), u(a), a) est une base de E .(c) Écrire alors la matrice U de u et la matrice V de u2 − u dans cette base.5. Soit u un endomorphisme de E vérifiant : u2 = 0 et rg u = 1.(a) Montrer que l’on peut trouver un vecteur b non nul de E tel que u(b) ̸= 0.(b) Justifier l’existence d’un vecteur c de Ker u tel que la famille (u(b), c) soit libre, puis montrerque la famille (b, u(b), c) est une base de E .(c) Écrire alors la matrice U ′ de u et la matrice V ′ de u2 − u dans cette base.
Partie BSoit désormais une matrice A de M3(R) semblable à une matrice T ∈ M3(R), de la forme :

T =

1 α β0 1 γ0 0 1
 .

On se propose de montrer que la matrice A est semblable à son inverse A−1.
On pose alors N =

0 α β0 0 γ0 0 0
 , et soit une matrice P de GL3(R) telle que :

P−1AP = T = I3 + N .
1. Expliquer pourquoi la matrice A est bien inversible.2. Calculer N3 et montrer que P−1A−1P = I3 − N + N2.3. On suppose dans cette question que N = 0, montrer alors que les matrices A et A−1 sont semblables.4. On suppose dans cette question que rg (N) = 2. On pose M = N2 − N .

(a) Montrer que la matrice N est semblable à la matrice 0 1 00 0 10 0 0
, et en déduire, en utilisant

la question 4., une matrice semblable à la matrice M .(b) Calculer M2 et déterminer rg (M).(c) Montrer que les matrices M et N sont semblables.(d) Montrer alors que les matrices A et A−1 sont semblables.
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5. On suppose dans cette question que rg (N) = 1. On pose M = N2 − N . Montrer que les matrices
A et A−1 sont semblables.6. Exemple : soit la matrice :

A =

1 0 00 0 −10 1 2
 .

On note (a, b, c) une base de E et u l’endomorphisme de E de matrice A dans cette base.(a) Montrer que Ker(u − IdE) est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2 dont on donneraune base (e1, e2).(b) Justifier que la famille (e1, e2, c) est une base de E , et écrire la matrice de u dans cette base.(c) Montrer que les matrices A et A−1 sont semblables.7. Réciproquement, toute matrice de M3(R) semblable à son inverse est-elle nécessairement semblable
à une matrice du type T =

1 α β0 1 γ0 0 1
 ?

FIN DU SUJET
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