PROPOSITION DE CORRIGE POUR LE DL 1

Partie |

1. Cest la base canonique de M, (K)
2. (Eij)ke = 000

3.0na
(EUEM)PQ = Z(EIJ)PS(EW Z 6tp5/56/<56€q = 5/<j5Lp5€q
s=1
= 5jk(Ei€)pq = (5/k(E[€))pq
Ce qui justifie : £j; x Exp = 0jiEjp.
En particulier si i # j, ona E; =0 et E; = E;
4a.
0 0O a1 aq2 di3 0 0 0
ExxA= 001 | x| ax an an | =| a3 a3 a3
0 0O aszr dsp ass 0 0 0
L1 — 0
L'operation associée : L, <« L3
L3 — 0
b. De méme :
aqyn aqp a1z 0 0O 00 aqp
A x E23 = a»y dpp axy 0 0 1 = 00 an
aszr a3y asz 00O 00 asp
C1 — 0
'operation associée : 4 & « 0
C3 — CZ
C. Ona E23><A=A>< Ezg(:)031 203220122032206‘[ a33 = dy
5a. E;; x A corr nd ¢ Lo 0 st ki
a. k) correspond a L L
. Co—0 si k#j
A x Ej; correspond a { C G

b. 7i(a) x A correspond a lopération L; < L; + al;
Ax Tij(a) correspond a l'opératlon G« C+aG

C. (A X Elj ke = Z aks ij sﬂ - Z aksélséjé - aklajg

s=1

Z 5[/( 5]5 asp =

n

Z (El] ksUsp =

s=1
Il en découle que :

(EU X A)ky = 5[/<G/'g

V(i,j, k 0)€1,n]", an 0j0 = O Qjo
d. Stk =ietj=2¢ on obtient

(i, j) €[0,1F, a

Si k =+ ietj=2 onobtientV(k,i)e[1,nf; k+#i= ay=0.

Il en découle que les termes dLagonaux de A sont égaux et ses termes non diagonaux sont nuls, ce qui
veut dire que A est une matrice scalaire.

i = djj



6. Soit A, peKeti,j k,he[l n|tel que i+ jeth+k
a. det(7;(A)) = 1 car cest une matrice triangulaire dont les termes diagonaux valent 1.
b. Tij(A) x Tr(w) = (I + AEy) x (I + pEp) = | + AEi; + pEp + Aoy, Ei.
En particulier Tj;(A) x T(X) = I, + (A+ X)E;; = I, st X = —A; donc (T;;(A) ™" = T;(—A).

7. (i) St ay1 =1, on effectue les opérations
G = G—ayC

pour j € [2, n] et

Li < L — 01,1L1
pour i € [2, n]. On obtient :
721(—021) X X Tm(—C’m) X A X T12(—012) X X T1n(—01n) =A

ol

17 0 - 0

0

B=1| .
: A
0

(i) Stayy £ 1etdi>1, aqn # 0 ou ay; #+ 0, par exemple a;1 #+ 0, on effectue l'opération

L1HL1+1_011

L

apn

ce qui nous ramene au cas (1) précédent.
(iit) Stapy F1etVi>1, ay = ay; =0, alors, compte tenu du fait que la premiere ligne ou la premiere
colonne de la matrice A est non nulle, on a forcément a4y # 0. On effectue alors l'opération

L «— L)+ L4

et on se ramene au cas (ii) ci-dessus.
Cect démontre que dans tous les cas on trouve qu'il existe des matrices

P=1[1Tia) et 0= [1] Tila)
(i.j)eyu (i)eV
acV acV’

ot U, U C [0,1°\{(i, )/i € [1,n]} et V, V' C K, tel que PAQ = B ol B est la matrice ci-dessus; on
voit bien que ses coefficients réalisent b1y = 1 et by; = by = 0 pour tout { € [2, n].

8. On va raisonner par récurrence comme suggéré par l'indication. Pour n = 2, d'apres la question précédente

il existe P, Q produits de T;(a) tel que A= PBQ ol B = ( 2) 2 ) avec b € K. Sirg (A) =1 alors B
n'‘est pas inversible donc det(B) = b = 0 donc B = ( (1) 8 ) Sirg (A) = 2 alors comme det(7;;(a) =1

pour tout i, j € [1,n], i  j et tout @ € K, on a det(B) = b = det(A).

Soit n € N, n > 3 tel que la propriété désirée est vraie pour n — 1.

St la premiere ligne et la premiere colonne de A sont nulles, comme A = 0, il existe (, ] € [2, n] tel que
a; # 0. La matrice Ay = AT;1(1) est obtenue a partir de A par l'operation

C1HC1+C
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10.

La premiere colonne de Ay est non nulle, donc on se raméne toujours aux conditions d'application de la
question précédente : il existe Py, Q7 matrices produits de Ty (a) tel que

0
B=PAO, = | . 5 avec B e M, (K).
0

Onarg(B)=rg(A)=r=14rqg(B'), doncrg(B')=r—1 et det(A) = det(B) car det(P) = det(Qy) =1
puisque ce sont des produits de matrices de determinant 1, a savoir des T;;(a). Comme det(5) = 1. det(5’),
on a det(B’) = det(A).

St r=1alors B =0 et on a la forme demandée.

St r > 2, en appliquant l'hypothese de récurrence a B’, 3P’, Q" matrices d'ordre n —1 produit de matrices

de la forme sz(a) tel que P'BC = (C ot C' = ( /r01 8 ) sir<net(C = ( /nOZ 2

)slrzn.

: 1 0 1T 0\ (10 .

Soit P, = ( 0 P ) et O, = ( 0 O ) calors P,BO, = ( 0 ) est de la forme recherchée.

Par ailleurs la matrice P’ est un produit de matrices de la forme T;(a) de M,_1(K), donc P, est un
0

produit de matrices de la forme ( 0 T0)

) qui est de la forme Ty/(a) dans M, (K); raisonnement

valable aussi pour Q.
Comme P,BQ, = Py(P1AQ))Q; = (P2P1)A(O1Q:) on a le résultat recherché, a savoir, il existe P et Q

T,O.<
0 o |Str<n

des matrices chacune étant un produit de matrices de la forme 7;(a) tel que PAQ = (

et PAQ = b O G hetd— det(A).

0 d
Ce groupe est noté SL,(K). Soit A € SL,(K) alors, d'apres la question ci-dessus, il existe P, Q matrices
de la forme

P=1[1]Tia) et 0= [] Tyla)
(i.)eU (L.))et
aeV aeV’

avec U, U C[1,n\{(i, /i €[1,n]} et V, V' C K tel que PAQ = I, donc

A=PTO " = | [ ]| Tyt=a) | x| [| Tul=a) | = [] Tite)
(ij)eu (Lj)eV (i)eu”
acV acV’ acV”
ot U c 1, n\{(i,i)li € [1,n]} et V" C K.
On suppose dans cette question uniquement que n > 3. Soit f : M, (K) — K une application de M,,(K)
vers K telle que :
) V(A B) € M,(K)* F(AB) = f(A)f(B).
it) Pour toute matrice diagonale A on a f(A) est égal au produit des coefficients de la diagonale de A.

a. Notons tout d'abord que puisque n >3 et a # B, il existe y € [1, n| tel que y & {a, B}.

Posons M = T(A) Tre (1) Tij(A) ™ Thie(u) ™" Le caleul donne
M =1, + Audjn(1 + Apdg) Eie — Ak Epj — AZ,Uéjh@a'Eij + )\/125//75/<i5hk

Il en résulte que :
M = /n + )k,[léjhE,'k + 5/([/\/’/
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avec . M' = )\Zuzéj,,Eik — AEp, —/\ZuéjhEij +)ku25jh/:_hk, ce qui permet de dire que si on choisit i, j, h, k
de sorte que j # h, alors M = I, + Auo;, Ei, ce qui inspire le choix :

=«
k=p

(%) j=h=y
A=
Uu=a

On remarque, en effet que ce choix (x) donne la relation désirée, a savoir :
M = Tagla) = Ty(A) Taili) Ty (A) " Toe(pr) ™
b. La question ci-dessus permet d'‘écrire M = T;;(a) = POP~'Q™" avec
P=TuA) et Q= Tulu)
pour un certain (s, 2, h, k) € [1, n]* avec s & ¢ et h & k et un certain (A, y) € K% Alors :

f(Ty(a) = ((POPT'Q7") = f(PY(Q)(P(Q™") =1

car, [, étant une matrice diagonale & termes diagonaux valant 1, on a 1 = f(l,) = f(PP") =
FIPYHPT) = H(O)f(07)
Ainst :

() V(L) e[ Nk I < k<nbVaeK,  f(Ti(a) =1

c. SLA =0 alors f(A) = 0 car A diagonale (produit des coefficients diagonaux). St A de rang r avec r > 0,
on applique la question 7) ci-dessus : Si r < n alors f(C) = f(P)f(A)f(Q) = 0 donc f(A) = 0 = det(A)
St r=nalors d = f(C) = f(P)f(A)f(Q) = f(A) et comme d = det(A) on a f(A) = det(A).

Partie Il

1. Soit & = (e;) une base de E. Pour tout i € [1, n] il existe A; € K tel que f(e;) = Aie;. Posons e =) e;;
i=1
alors

fle) = i)\[e[ = e = i)\e[
i=1 i=1

donc A = A, Vi € [1,n].

2. Clest vrat aussi : En effet , soit a € E tel que a # 0 alors il existe a € K tel que f(a) = aa; soit x € E,
st la famille (x, a) est liée posons x = Ba alors f(x) = Bf(a) = Baa = ax. St (a, x) est libre posons
f(x) = &x et f(x 4+ a) = y(x + a) donc yx + ya = <x + aa, par liberté on a & = y = a donc

Vx e E f(x) = ax

et f = aldg est une homothétie.
1 0
—1 _
3a. P7' = ( 0 0 )
0 L
oC 0B

0 LO
QC 0BQ™

B'=0QBQ ' l'=107"C" =0C

b. Ona PA = ( ) par suite PAP~! = ( ) ; il en découle que
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4. Soit £ un K — espace vectoriel de dimension 2 et u € L(E) tel que tr(u) = 0.

a.

St u = Aldg alors tr(u) = 2A; comme tr(u) = 0, on a A = 0 donc u = 0.

b. Si u n'est pas une homothétie, d'aprés la question II.1), il existe un vecteur e; € E tel que la famille

Ha.

6a.

(eq1, u(eq)) est libre; st on note b = (e, e2) et e, = u(eq), alors b est une base de E et maty(u) =

0
B

avec u(e;) = aeq + ye,, et comme tr(u) =0 on a y = 0 donc, finalement :

mat,(u) = ( /(g) g )

On raisonne par récurrence sur la dimension n de E.

Pour n = 2, le résultat est vrai d'aprés la question 11.4) ci-dessus.

Soit n € N tel que n > 3 et la propriété est vraie pour n — 1.

Soit u € L(E) tel que tr(u) = 0; deux cas sont possibles :

- St u est une homothétie, u = Aldg, avec A € K, on a tr(u) = nA =0, donc A =0 et u =0.

- Sinon, d'apres I1.1), il existe un vecteur e € E tel que la famille (e, u(eq) est libre. Soit A =

(e, e2,--+,e,) une base de £ adaptée a la famille (eq, e;) (théoréme de la base incomplete); alors la
matrice de u relativement a & est de la forme :
0 L
=[5

avec B € M,_1(K); C € M,;(K), L € My ,_4(K).

On a tr(B) = tr(A) donc tr(B) = 0; en appliquant l'hypothese de recurrence a l'endomorphisme cano-
niquement associé a B, la matrice B est semblable a une matrice B" a diagonale nulle, donc il existe
0 € GL,_¢(K) tel que B = QBQ~" est & diagonale nulle. Si on pose

/ -1 / . 1 O
L"'=10 et C'=0C et 'D_(OQ ,
la question I.3) montre que

¢ B
Puisque B’ est a diagonale principale nulle, il en est de méme pour A'.
Soit € la base de E tel que P est la matrice de passage de ¢ a %, alors :

PAP-1=( 0L )=A’.

matg(u) = A" et A’ est a diagonale principale nulle.

Toute matrice carrée de trace nulle est semblable a une matrice a diagonale principale nulle.

Supposons que %5 est non vide, donc il existe une matrice carrée M tel que
A, M] = B;
pour tout i € [1,n], on a by = (AM);; — (MA);; = myi — im; = 0.
Réciproquement di b; = 0 pour tout i € [1, n], soit X = (x;;) une matrice carrée; alors X est solution
de (Zg) st et seulement si :

(i, j) € [1, nf {lX[/—/X[/:b[/ st i+

Xiii — [X[l‘ = bu’ = O

st et seulement st pour tout , j € [1, n] tel que i + j, x; = lbf‘// Il en découle que l'équation (&) admet
des solutions qui sont les matrices (x;;) tel que x; est quelconque et x;; == [bf”j pour tout (i, j) € [1, n]?
tel que i # .



b. On a:

[PXP~!,PYPT'] = PXP'PYP'—PYP 'PXP
= PXYP ' —PYXP!
= PXY =YX)P!
= PX, Y|P
c. Soit VA € (K), alors A est semblable & une matrice B & diagonale principale nulle. Ecrivons
A = PBP~" avec P € GL,(K). D'aprés la question I1.6.a), il existe X € M,(R) tel que [D, X] = B;
donc A= P[D, X]P~" et d'aprés la question I1.6.b) , on a A = [PXP~", PYP~!|=[U, V] ol U = PXP~!
et V=PYP
d. Soit M € M, (K). St M € /(K) alors il existe X,Y & M,(K) tel que M = XY — YX, donc
tr(M) = tr(XY) —tr(YX) = 0.
Réciproquement, on a démontré ci-dessus que st M € 7, (K) alors M € JZ/(K); donc J7,(K) = 2 (K).

Partie Il

1. tr est une forme linéaire non nulle car tr(Ey) = 1 # 0, donc Im(tr) = K. Par le théoréme du rang,
dim(2#) = n? — 1, donc S est un hyperplan de M, (K).
Ona: 2 n(Kl,) = {0} car st M € s N (Kl,), alors M = al,, a € K et tr(M) = 0 = an, donc a = 0.
Par ailleurs dim(K/,) + dim(#) = n?, donc 2Z ® K, = M, (K).
2a. Soit {,j €[1,n]tel que i #+ j. On a E;; = E;E;; — EjjEy;, donc g(E;) = 0.
b. Soit i,j € [1,n], alors g(Ex) = g(EyE;) = g(EjiEy) = g(E))
c. St on pose A = g(£4q) alors pour tout M € M, (K) tel que M = (mj;)i<ij<» On a, compte tenu de la
linéarité de g et le fait que g(E;;) = 0 pour i # j et g(Ey) = g(E1r) = A pour tout i € [1,n]

giM) = mug(Eq) =AY my = Atr(M),
i=1 i=1

donc g = Atr.
3. Ona:
FiiFne = (I + Eg)(ly + Enk) = 1 + Eij + Epi + 0jn Ei

Donc :

Fol FiFre = (I — En)(ls + Eij + En + 6nEu)
= I+ Ej+ Epe + 0jpEik — Enk — OiEpj — 0jnOiEnk
=y + Eij + 0 — OxiEnj — O Oki Epk
= Fij+ 0jnEix — Okibnj — 0jnOkiEnk
4. On a O(F,, FiiFui) = O(F;FricFyyl) = O(Fy)
Compte tenu de la relation ci dessus, et par linéarité de 6, on a :

0inO(Eik) — 0kiO(Epj) — 0jn0kiO(Epk) = 0
St i+ ket j=h, on obtient : O(E;) = 0.
Ensuite comme h # k; si de plus i = k et h = j, il vient : O(E;) = O(E}))
- ke ‘ ‘ O(Eu) = O(Ej;)
Ainst 0 vérifie Yi,j € [1,n],i + j = { 6(E,) = 0
ci-dessus et par suite, il existe A € K tel que 8 = Atr

, donc p vérifie les mémes conditions que g
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Partie IV

Dans cette partie, £ désigne un K—espace vectoriel de dimension finie n > 2.

1. Montrer que SL(E) est un sous-groupe de GL(E). Soit  : GL(E) — K*; X +— 0(X) = det(X); alors 0 est
un morphisme de GL(E) ver K*. On remarque que SL(E) = ker(0), donc SL(E) est un sous-groupe de
GL(E).

2. H un sous-espace vectoriel de E.

a. Supposons que H est un hyperplan et soit @ € E.
eSia ¢ H alors a # 0 et Ka est une droite vectorielle de £. On a dim(H) + dim(Ka) = n. Par ailleurs
si x € HNKa alors x = aa, pour un certain a € K, et comme a ¢ H, on a o = 0 donc x = 0. Ainsi

KanH=1{0
{ dim(H) + dt{m(}Ka) _p  donc H®Ka=E.
e Réciproquement si a € H alors H@®Ka = H donc donc E #+ H@® E. Par contraposée, st E = H®Ka,
alors a & H.
Conclusion :

Voe E HeKa=Esa¢H.

b. Supposons qu'il existe une forme linéaire non nulle ¢ sur E tel que H = ker(¢p), alors par le théoreme
du rang, on a dim(H) = n —rg(¢). Or rg(¢) € {0,1} et comme ¢ # 0O, forcément rg (¢) = 1 et par suite
dim(H) = n — 1 et H est un hyperplan.

Réciproquement , st H est un hyperplan, soit @ € E\H ; d'aprés la question ci-dessus, on a H®&Ka = E.

Posons e; = a et soit = (eq,e,,---,e,) une base de £ obtenue en complétant (eq) (théoreme de
la base incompléte). Soit ¢ l'application linéaire de E vers K tel que ¢(eq) =1 et ¢(e;) = 0 pour tout
j €12, n]; alors ¢ est une forme linéaire sur E et ker(¢) = Vect{e,, -, e,} = H.

c. St ¢ et ¢ sont deux formes linéaires non nulles tel que ker(¢p) = ker(¢)) = H; écrivons £ = H & Ka
avec a € E\H. Soit x € E tel que x = h + Ae avec (h,A) € H x K; alors ¢(x) = A¢(a) et
Y(x) = AYla) = %(A(p(d)) = a@(x) avec a = %. Finalement ¢y = ag.

3. F1 N F; est un sous-espace vectoriel de F; soit F{ un supplémentaire de F1 N F, dans F;; donc Fy =
F{EB(HﬂFz).SoltF=F1+F2.Ona
FlefF=F
car st x € F{ N F,; comme F; C F4,ona x € (F NF,) et x € F{ donc x = 0. Par ailleurs, st x € F
alors il existe (vi, v2) € F1 x F, tel que x = v; + v5; ensuite il existe wy, € (F1 N F) et wj € F] tel que
vi=wy+w,doncx =w+w,+ v =x2+x;avecx; =w, € F{etx,=w,+ v, € F,. Ainsi, on a :
File(FinFy)=F
FleF,=F
Il en résulte que
dim(F7) + dim(F; N F3) = dim(F)
dim(F7) + dim(F>) = dim(F) = dim(F; + F»)

En combinant ces relations, on obtient :

dim(F1 + F2) = dim(Fq) + dim(F;) — dim(F N F)
4. Soit t une transvection non triviale de E.
a. e Comme H,; et H, sont supposés différents alors il existe a € H, tel que a ¢ H; (en fait, puisque
dim(H;) = dim(H,) , on a Hy ¢ H, et H, ¢ H; ). D'aprés la question IV.2.a, on a : H; ® Ka = E, et
comme Hy + Ka Cc Hy+ H,,ona Hi+ H, = E.

e Soit alors x € E, tel que x = xq + x2; (x1, X2) € Hy x H,, alors t(x) = t(x1) + t(x2) = x1 + x, = x donc
t = Idg, absurde. Il n découle que Hy = H,.



b. Existence : Soit a € E\H donc E = H @ Ka. Soit x € E tel que x =h+ A,a avech € Het A, € K
On a t(x) = t(h) + Act(a), et comme h € H, on a t(h) = h, par suite , t(x) —x = A(t(a) — a).
On a ainsi prouvé que :
Vx € B tx) —x = A(t(a) — a)

St t(a) — a = 0 alors t(x) = x pour tout x € E, ce qui n'est pas le cas, donc t(a) — a # O et la droite
D = K(t(a) — a) satisfait a :
Vxe £, tx)—xeD

Unicité : St D = Vect(u) et D’ = Vect(u’) sont deux solutions alors comme t # Idg, il existe xy € E tel
que t(xo) —xo # 0. Or il existe A, y € K tel que t(xg) — xo = Au = pv. Alors A #+ 0 et p = O et par suite
v="tuetD=0D"

c. Soit ¢ est une forme linéaire définissant H. Soit v un vecteur directeur de la droite D de la transvection
non triviale t. Pour tout x € E, on a t(x) — x = A,v avec A, € K, donc x = A,v + t(x); le scalaire A,
est unique, ce qui permet de définir U'application ¢ : £ — K; x — A,. L'application ¢ ainsi définie est
linéaire car si x,y € £ et a € K alors de «{ ig)) _); =:UL/((XJ)VV , on déduit : x + Ay = [(x) + Ad(y))v,
donc Y(x + ay) = Y(x) + ay(y). Pour tout x € E, on a ¢Y(x) = 0 si et seulement si t(x) = x si et
seulement si x € H, donc ker iy = ker ¢ donc il existe B € K tel que ¢y = By, en particulier si on pose
a = Bv alors

Vxe E, tx)=x+opx)a

d. Réciproquement, soit ¢ est une forme linéaire non nulle sur E et a € E tel a = 0 et a € ker¢p = H.
Soit t l'application
t:E— E;x— x+ ¢(x).a
D'abord t est une application linéaire, ensuite, pour tout x € £, on a t(x) —x = ¢(x).a € Hetsix € H
alors t(x) = x + @(x)a € H; finalement t < Idg car a # 0; donc t est une transvection non triviale de
E dont Uhyperplan est H et la droite est Ka.

5. Montrer que l'ensemble 7T(H) constitué de Idg et des transvections non triviales d'hyperplan H est un
groupe pour la composition des applications isomorphe au groupe additif (H, +).
Ona T(H)# @ car ldg € T(H).
St ty,t, € T(H) alors st on note t = tyot, alors t € T(H) st t; = Idg ou &, = |dg; sinon, d'apres la
question IV.4.c, si ¢ est une forme linéaire définissant H, il existe des vecteurs a4, a, de H non nuls tel
que pour tout x € £, on a :

Il en découle que, pour tout x € £, on a :

(t1 o tz)(X) = l'1(X + (,D(X)Oz)

= h(x) + e)t(ar)

= x+gx)ar + ¢(x)az + p(x)p(az)ay

= x4+ oXx)(a + az)
St le vecteur @ = a1 + a, est non nul (a # 0), alors t est une la transvection non triviale d'hyperplan
H et de droite Ka; sinon alors t = Idg; dans tous les cas t € T(H). Finalement si t € T(H) alors
t~' € T(H) puisque :
- Sit=Idg alors t7" = Idg € T(H).
- Sinon, il existe a non nul tel que t(x) = x + ¢@(x)a; comme t est bijective b = t~'(a) est non nul, et
pour tout x € £, comme t(x) = x + ¢(x)a, on a : x = t~'(x) + ¢(x)t"'(a), donc

t7'(x) = x — @(x)b

8



ce qui explique que t! est la transvection non triviale d’hyperplan H et de droite Kb.
Sot W: E = T(H);a— Y(a) =t, avec Vx € E, t,(x) = x+ ¢(x)a.
Il est claire qu'effectivement W est une application de E vers T(H). Par ailleurs , si (a, b) € E? alors,
pour tout x € E, on a : t,1p(X) = x + @(x)(a + b) et (ty 0 tp)(x) = x + @(x)(a + b) (déja fait ci-dessus;
donc

V(a,b) € E2 W(a + b) = W(a) + W(b)
donc W est un morphisme de groupe de (E, +) vers (7 (H), o)
- Montrons que W est un isomorphisme :
— On a W est surjectif car 0 est un antécédant de Idg et st t est une transvection non triviale, ona t = ¢,
ol a est le vecteur donné par la question IV.4.c ci-dessus.
— Soit @ € E tel que W(a) = Idg alors t,(x) = x = x + ¢(x)a pour tout x € E, donc ¢(x)a = 0, pour tout
x € E, or ¢ est non nulle, donc il existe xy € E tel que ¢(xg) # 0 ce qui fournit @ = 0. Donc & est un
isomorphisme et les groupes 7(H) et E sont isomorphes.

6. Soit ty, t, deux transvections non triviales, et notons ¢, ¢, des formes linéaires définissant les hyperplans
respectifs Hy, H, de t; et t, et ay, a, les vecteurs non nuls tel que :

t1(X) = X + (P1(X)G1

VxEeE { b(X) = x + @o(x)as

Alors :

(x) totb=toth &Vx € E, @x)pi(a)ar = @i(x)p2(aqr)az

Il en découle d'une condition suffisante pour que t; et t, commutent est :
(k) (a1, 02) € (Hi 0 Ho)?

En effet si (a4, a2) € (Hh N /—/2)2, cela veut dire simplement que ay € H, et a, € H; donc ¢(a;) =
@(aq) =0, ce qui fournit t; o t, = t, o ty en vertu de ['équivalence (%) ci-dessus.
Réciproquement si (xx) n'est pas réalisée alors a & H, ou a, ¢ H;. St par exemple ay ¢ H, donc

(%) @a(a1) £ 0,

en particulier la famille (a1, @) libre. St on suppose que t; et t, commutent on aurait pour un vecteur xg
tel que @q(x0) # 0 (xo existe car ¢ non nulle),

[p2(x0) @1 (a2)lar — [1(x0)p2(ar)]az = 0

donc la famille (a4, ay) est liée, ce qui contredit (x x ) ci-dessus, par suite t; et t, ne commutent pas.
Conclusion : t; et £, commutent si et seulement si les droites associées sont contenues dans H; N H.

Partie V

1. u une involution de E tel que u # +Idg.

a. Comme v’ = Idg, le polyndme X? — 1 est un polyndme annulateur de u, donc {—1,1} C Sp(u). Par
ailleurs si —1 ¢ Sp(u), lendomorphisme u + Idg serait bijectif et comme u? = Idg , on a (u +1dg)o (v —
ldg) = O et par composition a gauche avec u + |dg, on aurait u = Idg, chose fausse. De méme pour 1,
donc Sp(u) = {—1,1}.

b. Le lemme des noyaux permet d'avoir :

E = ker(u —Idg) @ ker(u + ldg) = Eq(u) @ E_1(u).
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c. Soit x € E, alors u(x) = —x + (x + u(x)); remarquons que x + u(x) € Eq(u) puisque u(x + u(x)) =
u(x) + u?(x) = u(x) + x. Or E4(u) est une droite vectorielle, soit a un vecteur directeur de £/(u), alors il
existe une application 6 de E vers K tel que Vx € £, u(x) + x = O(x).a. L'application 8 est linéaire
carsix,y € Eeta €K onaux)+x=0(x).aetuly)+y=06(y).adoncux+ ay)+x+ay =
(u(x) + x) + a(u(y) + y) = B(x) + aB(y)).a, ce qui montrer que B(x + ay) = B(x) + ab(y).

0 est non nulle car u(a) + a = 2a donc O(a) = 2.

Ainst @ est une forme linéaire non nulle et
B) VxeE, ux)=—x+0(x).a

d. Soit t une transvection non triviale d’hyperplan H et de droite D; soit ¢ une forme linéaire définissant
H et a le vecteur non nul de H tel que t(x) = x + ¢(x).a pour tout x € E.

Notons que si u : E — E est une application tel que u(x) = —x + O(x).a avec (6, a) € E* x E tel que
B(a) = 2 alors u est une involution minimale. En effet, il est claire que u est linéaire. On a u(a) = a.
Si x € E alors : u?(x) = —u(x) + O(x)u(a) = —u(x) + O(x).a = x — O(x).a + O(x).a = x

Finalement on remarque que Ka C E4(u) car @ # 0 et u(a) = a. Réciproquement, pour tout x;nk, si
u(x) = x, alors 2x = 6(x).a, donc x € Ka. Ainsi 1 est une valeur propre de u et £q(u) est une droite
vectorielle, donc u est une involution minimale.

Soit alors uy, uy - E — E définies par

ui(x) = —x + 61(x).a

v ek, { uz(x) = —x + 62(x).a

ol 67, 6, sont deux formes linéaires sur E tel que 6(a)t,(a) = 2. uy et u, sont des involutions minimales.
Pour tout x € E, on a

(urou)(x) = —uax)+ (B1(uz(x)).a
x — 6h(x).a + (=6 (x) + 26i(x)).a
= x+(6) — 6)(x).a

St on veut avoir t = uy o uy, il suffit de choisir 6y et 6, tel que ¢ = 6, — 6,, pour cela, considérons une
forme linéaire y tel que y(a) = 2 et posons

{ Or=30—v
@r=—5¢p+y

On a alors 64(a) = 6,(a) = 2 et 6, — 6, = ¢, par conséquent on a uyou, = t.

2. En écrivant t = uy o uy, il vient det(t) = det(uq)det(uz). Comme Eq(u) ® E_4(u) = E pour tout u €
{uq, uz}, on a det(u) = (—=1)"", puisque dans une base b, adaptée a la somme directe ci-dessus, on
amat,(u) = diag(1, —1,- -, —1). Ainsi det(t) = (=1)""(=1)""" = 1.

3. Soit t une transvection non triviale d’hyperplan H et de droite D; soit ¢ une forme linéaire définissant
H et a le vecteur non nul de H tel que t(x) = x 4+ ¢(x).a pour tout x € E.

Pour tout x € £, on a : t(c7'(x)) = 07" (x) + (0~ "(x)).a, donc

(cotoo Nx)=x+ (oo x).o(a)
Comme ¢ est un isomorphisme, ¢’ = oo~
U'hyperplan H" = a(H). Par ailleurs, le vecteur @’ = o(a) vérifie a’ € ker(¢'), donc ' = ocotoo™
transvection non triviale d'hyperplan H' = o(H) et de droite ' = Ko(a) = a(D).

est une forme linéaire non nulle, on remarque que ¢’ défint
est la
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- Soit t et t’ sont deux transvections non triviales de E d'hyperplans et droites respectifs H, H', D, D" s'il
existe un automorphisme o € GL(E) tel que

t =cgotoog .

alors a(D) = D' et a(H) = H’ et cela suffit d'ailleurs d'aprés la question précédente.

Construisons un tel automorphisme, pour cela, posons D = Key et D' = Ke} et soit e = (ex)i<, et
e’ = (e})1<k<n des bases de E obtenues en complétant (e1) en une base (eq,---,e,_1) de H puis cette
derniere en une base e de E, de méme pour €’. Soit alors 0 € GL(E) tel que mat. (o) = /,. Alors o
convient.

- Supposons que n = dim(E) > 3, Soit ¢, t' deux transvections, on sait qu'il existe 0 € GL(E) tel que
t' = cgotoo ' Notons H et D' U'hyperplan et la droite de t/, donc il existe un forme lindaire ¢’ de
noyau H" et w,_y € D’ tel que pour tout x € E, t/(x) = x + ¢'(x)w,_1. Comme D' C H" et que n > 3 (
donc (n — 1) > 2, on peut compléter (w,_1) en une base (wq, -+, w,_q) de H’, laquelle, on complete en
une base # = (wy, -, w,) de E, ol w, est choisi tel que ¢'(w,) = 1 (chose possible, car il suffit de

prendre w € E\H' et poser w, = ﬁvlv)). On a donc

t'(wy) = w,_ 1 + w,
Vke[l,n—=1], t'(w) = wy

Par suite la matrice de t’ relativement a #  est
’r_ no__ /n—Z 0 _ 11
T = maty(t) = ( 0 ) avec = ( 0 1 )
Posons d = det(o), et soit s € GL(E) tel que.

1 (0)
S = maty(s) = ( g d_01/2 ) avec U = e M,_»(K)

(0) d

Remarquons que det(s) = d~', donc det(so o) = d~'.d = 1, par suite so o € SL(E). Par ailleurs, on a

e e[ U 0
rs-st= (o %)

donc s et t' commutent, ce qui s'écrit aussi : t’ = sot’os™'. Finalement, et compte tenu de : ' = gotoo ',

onat' =yotoy ' olly=soo estun élément de SL(E).

4. Soit t € L(E) tel que matg(t) = T;j(A). Soit x € £ et X, X" les colonnes des coordonnées respectives de
x et t(x) relativement a B. Alors

avec @(X) = Ax; forme linéaire de noyau U'hyperplan H : x; = 0 (car A # 0). Comme, de plus, £; € H,

l'application t est la transvection d'hyperplan H = ) Ke, et de droite D = Ke..
k=1

k4]
5. SL(K) est engendré par les transvections : c'est une conséquence de la question 1.9.
6. Z(SL(E)) = {A € SL(E)/VX € SL(E), AX = XA} : centre de SL(E).
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a. Determiner les éléments de 0 € SL(E) qui commutent avec toutes les transvections. Alors pour toute
transvection non triviale oto~" = ¢, en particulier pour toute droite D, en prenant une transvection de
droite D on a d(D) = D. Réciproquement si (D) = D pour toute droite D alors pour tout x € E, la
famille (x, o(x)) est liée. D'apres la question Il.1., o est une homothétie, donc elle commute avec tout
endomorphisme et a fortiori avec toute transvection.

Conclusion : 0 commute avec toutes les transvections si et seulement si o(D) = D pour toute droite
vectorielle D.

b. Soit 0 € Z(SL(E)), donc o commute avec toutes les transvections donc o(D) = D pour toute droite D;
d'aprés la question V.6.a, cest une homothétie de rapport A non nul et comme det(g) =1 ona A" =1
donc A est une racine néme de l'unité
Donc

Z(SL(E)) = {<&Ide 1€ € U, (K)}

Il est clair que z+ zIdg est un isomorphisme de (U,(K), x) vers (Z(SL(E)), o).
est un groupe cyclique isomorphe au groupe multiplicatif U,(K) ou

U,(K) = {x € K/x" = 1}
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