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Partie I

Soitn € IN,n > 2. Pour tout i,j € [1,n], on note E;j la matrice carrée d’ordre n dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui a la ligne i et la colonne j qui vaut 1.
Sii,j € [1,n] telquei # jeta € Konnote Tj;(a) = I, + aEj;.

1. Que constitue la famille (E;;)1<; <, pour M, (K)?

2. Donner, pour (i,) € [1,n]? fixé, le terme (E;;);¢ de la ligne k et la colonne ¢ de la matrice
E;j, aI'aide des symboles de Kronnecker, pour tout (k, £) € [1, n].
3. Montrer que pour touti,j, k, ¢ € [[1,n],ona:

Eij X Ex¢ = djEjp-

Que vaut en particulier EZ et Eizj pouri,j € [1,n] tel quei # j?
4. Soit A = (aij)lgi,jgg, € M3(]K)
(a) Calculer explicitement le produit matriciel Ex3 X A. Quelle operation sur les lignes de
A correspond-t-elle a ce produit?
(b) Méme question avec A x Ejs.

(c) Quelles relations satisfont les coefficients de A si Ey3 X A = A X Ep3?
5. Soit A = (a;j)1<ij<n € Mn(K),i,j € [1,n] telquei # jeta € K.
(a) En s’inspirant de la question ci-dessus, décrire les opérations élémentaires sur les
lignes (rep. colonnes) de A correspondant au produit E;; X A (resp. A X Ej;.)
(b) En déduire les opérations élémentaires associées aux produits Tjj(a) x A et A x Tjj(a)
(c) Quelles relations a-t-on entre les coefficients de A si A X E;; = E;; X A?
(d) En déduire que si
VX e Mu(K) AX=XA
alors A est une matrice scalaire (A = Al, avec A € K.)
6. Soit A, u € Keti,jkh e [1,n] telquei # jeth # k.
(a) Calculer det(T;;(A)).
(b) Calculer le produit matriciel T;j(A) X Ty (). En déduire que l'inverse de T;j(A) est de
la forme T;;(A') o1 A’ € K a determiner en fonction de A.
7. Soit A € M,,(K) une matrice de coefficients a;;. On suppose de plus que la premiere ligne
de A ou la premiere colonne de A possede un élément non nul.
Montrer qu’il existe deux matrices P et Q de M,,(K) produits de matrices de la forme
Tii(A);i,7 € [Ln];i # jet A € K, telle que la matrice B = PAQ soit une matrice de
] .
coefficients b;; telle que by = 1l etb;; = by; =0, pour2 <i < n.
(Indication : on pourra envisager successivement les cas suivants :
i) an = 1.
ii) 3i > 1 tel que a;7 # O ou ay; # 0.
iii)a;; #1letVi>1, a7 =0eta;; =0)



8. Soit A € M,,(K) et r le rang de A. On suppose r > 0. Montrer qu'il existe deux matrices P
et Q de M, (K) produits de matrices de la forme T;;(A);7,j € [1,n];i # jet A € K, telles
que la matrice B = PAQ soit une matrice diagonale de coefficients b;; telle que :

(i) bjj=1pourl <i<r.
(ii) b =0pourr <i < n.
(iii) by = d avec {

d=1 si r<n

d=det(A) si r=n"
(Indication : faire une démonstration par récurrence sur n, en commencant par envisager
le cas n = 2)

9. Montrer que le groupe des matrices carrées d’ordre n a déterminant égal a 1 est engendré
par les matrices de la forme T;;(A);i,j € [1,n];i # jet A € K.

10. On suppose dans cette question uniquement que n > 3. Soit f : M,(K) — K une
application de M,,(K) vers K telle que :
) V(A,B) € My(K)? f(AB) = f(A)f(B).
ii) Pour toute matrice diagonale A on a f(A) est égal au produit des coefficients de la
diagonale de A.

(a) Montrer que toute matrice de la forme T,g(a) avec a, B € [1,1] et a € K peut s'écrire
sous la forme :

Tap(a) = Tij(A) T () Ty (A) ™ Thge () 7.
expression dans laquelle on précisera les valeurs de A, y,i,j,h etk ,i # jeth # k.
(b) Calculer f(T;j(a)) pouri,j € [1,n],i # jeta € K.
(c) En déduire que VA € M, (K) f(A) =det(A).

Partie 11

SiX,Y € My(K),onnote [X,Y] = XY — YX.
Pour tout n € IN*, on note

H(K) = {A € Mu(K)/ tr(A) = 0},

et
A (K) = {[X,Y]/X,Y € M,(K)}.

On se propose dans cette partie de démontrer que 7%, (K) = 77 (K)

1. Soit E un K—espace vectoriel de dimension n > 1 etu € L(E) tel que (x,u(x)) est liée

pour tout x € E. Démontrer que u est une homothétie. (On pourra utiliser une base
n
b= (e, - ,ey) de Eetlevecteure = Y ¢)
k=1

2. Qu’en est il si E n’est pas de dimension finie ?
3. Soitn € Ntel quen > 2et A € M, (K) tel que

A= ( g é ) avec L& My, 1(K);Cec M,_11(K);Bc M,_1(K)

10
0 Q

(a) Determiner P! sous forme de matrice par blocs similaire a P ci-dessus.

Soit Q € GL,_1(K) et P = ( ) € GL,(K).
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/
(b) Démontrer que PAP~! = ( ((j)’ é/

B’,C’, L' en fonction de B,C, L et Q.
4. Soit E un K — espace vectoriel de dimension 2 et u € L(E) tel que tr(u) = 0.

) ou B' € M, _1(K) et C’, L’ a décrire. Exprimer

(a) Prouver que si u est une homothétie alors u est nul.
(b) Prouver que si u n’est pas une homothétie alors il existe une base b de E tel que

maty(u) est de la forme < ’g g )

5. (a) Soit E un K — espace vectoriel de dimension n tel que n > 2 et u € L(E) tel que
tr(u) = 0. Démontrer qu’il existe une base b de E tel que mat,(u) est a diagonale
principale nulle. ( On pourra raisonner par récurrence et utiliser 1) et 3) ci-dessus.)

(b) Donner une interpretation matricielle du résultat ci-dessus.
6. Soitn € N, n > 2 et

A = diag(1,2,--- ,n) = ) ,
n

la matrice diagonale dont les coefficients de la diagonale sont les entiers naturels consécutifs
1,2,---,n.0n fixe B € M, (K) et on considere 1'équation

(¢8) [AX]=B

d’inconnue X € M, (K) et on note .#5 I'ensemble des solutions de (&3).

(a) Démontrer que .73 est non vide si et seulement si la matrice B est a diagonale princi-
pale nulle.

(b) Vérifier que: VX,Y € M,(K),VP € GL,(K), [PXP~!,PYP~!]= P[X, Y|P~

(c) En déduire que : VA € 7,(K),3U,V € M,(K), A=][U,V].

(d) Conclure que 77, (K) = 7 (K).

Partie 111

Dans cette partie n est un entier naturel tel que n > 2. On rappelle que la forme linéaire tr vérifie
tr(AB) = tr(BA), pour tout A, B € M,,(K). Pour simplifier, On notera désormais .# = ker(tr)
le noyau de I'application linéaire tr. On pose = KI,, la droite vectorielle engendrée par I,.

1. Montrer que . est un hyperplan de M, (K) et que 5 & 2 = M,,(K)
2. Soit ¢ une forme linéaire sur M, (K) telle que : VA, B € M, (K), ¢(AB) = g(BA).
(a) Calculer g(E;;) pour touti,j € [1,n] tel que i # j.
(b) Comparer g(E;;) et g(Ej;) pour tout (i,) € [1,n]?.
(c) En déduite que 3A € K, g = Atr.
3. Pour tout i,j € [1,n], on note Fij = I, + E;;. Calculer le produit matriciel F,;kl F; jFy , pour
tout (i,7,h,k) € [1,n]* tel que h # k.

4. Soit 6 une forme linéaire sur M, (K) telle que :
VA € M,(K),VB € GL,(K) 60(AB) =6(BA).

Démontrer que IA € K, 0 = Atr.



Partie IV

Dans cette partie, E désigne un IK—espace vectoriel de dimension finie n > 2.

1. Montrer que SL(E) est un sous-groupe de GL(E).
2. Soit H un sous-espace vectoriel de E.

(a) Montrer que si H est un hyperplan alors, pour touta € E, on a
H®Ka=E<a¢H.

(b) Montrer que H est un hyperplan si et seulement s’il existe une forme linéaire non
nulle ¢ sur E tel que H = ker(¢). On dira que ¢ définit '’hyperplan H.

(c) Montrer que si ¢, € E* définissent le méme hyperplan H alors il existe « € K* tel
que P = a@. On dit que ¢ et ¢ sont proportionnelles.

3. Montrer que si F; et F, sont deux sous-espace vectoriels de E alors :
dim(F1 + Fz) = dim(Fl) + dim(Fz) — dim(F1 N Pz)

4. Soit t une transvection non triviale de E.

(a) On se propose de prouver que I'hyperplan H qui apparait dans la définition (2) de ¢
dans l'entéte ci-dessus est unique. On l'appellera alors I’hyperplan de la transvection
non triviale ¢.

Pour cela on suppose qu’il existe deux hyperplans distincts Hy et H, vérifiant (1)
pour la transvection non triviale t. Que peut on dire de H; + Hp ? Conclure.

(b) Prouver qu’il existe une droite vectorielle unique D contenue dans H telle que :
(3) Vx€E, tx)—x€eD,

D est appelée droite de la transvection non triviale ¢.
(c) Si ¢ est une forme linéaire définissant H, trouver un vecteur a de E tel que :

(4) Vx€E, tx)=x+¢(x)a

(d) Réciproquement, montrer que si ¢ est une forme linéaire non nulle sur E et a2 un
vecteur non nul du noyau de ¢ , I'application

t:E—Ex—x+¢(x)a
est une transvection non triviale de E dont on déterminera 1’hyperplan et la droite.

5. Montrer que 'ensemble T(H) constitué de Idg et des transvections non triviales d"hyper-
plan H est un groupe pour la composition des applications isomorphe au groupe additif
(H,+).

6. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que deux transvections non triviales
commutent.



Partie V

Dans cette partie E est toujours un IK—espace vectoriel de dimension n,n > 2. Si u est une
involution de E; pour tout A € K, on notera E, (1) = {x € E/u(x) = Ax}. On rappelle que si
E)(u) # {0} alors A est une valeur propre de u et E, (1) est le sous-espace propre associé.

On dira que u est une involution minimale si dim(Eq(u)) = 1.

1. Soit u une involution de E tel que u # £ IdE.
(a) Prouver que Sp(u) = {—1,1}
(b) Montrer que E = E_1(u) & Eq1(u).
(c) Montrer que si u est une involution minimale, on peut trouver une forme linéaire non
nulle 6 et un vecteur a tel que :

(5) Vx€E, u(x)=—-x+6(x)a

(d) Montrer qu’une transvection non triviale est la composée de deux involutions mini-
males ayant un sous-espace propre commun.

2. Déduire de V.1) le determinant d"une transvection non triviale.

3. Soit t une transvection non triviale de E et ¢ € GL(E) un automorphisme. Montrer que
o otoo!estune transvection non triviale de E. Déterminer son hyperplan et sa droite.
Prouver quesi t et t' sont deux transvections non triviales de E , il existe un automorphisme
o € GL(E) tel que

t/:(Toto(Tfl.

Montrer que si n > 3, on peut choisir ¢ € SL(E).

4. E étant rapporté a une base p = (e;)1<j<,. Démontrer que sii,j € [1,n] tel que i # j et
A € K* alors la matrice T;j(A) est la matrice, dans la base B, d'une transvection non triviale.
Determiner son hyperplan et sa droite.

5. Démontrer que le groupe SL(K) est engendré par les transvections.

6. Onnote Z(SL(E)) = {A € SL(E)/VX € SL(E), AX = XA} (appelé centre de SL(E)).

(a) Determiner les éléments de SL(E) qui commutent avec toutes les transvections.
(b) En déduire que Z(SL(E)) est un groupe cyclique isomorphe au groupe multiplicatif
U,(K)ouU,(K) = {x € K/x" =1}



