Chapitre 9 : Suites séries de fonctions I

] N\
Exercice 1 fid—c76] /

Soit f,, la fonction définie sur [—1, 1] par
falz) =™ (1—2%).
Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn)-

Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série de terme général f,,.

Etudier la convergence normale et uniforme de la série de terme général f,, sur [—1,a],
lorsque « appartient a [0, 1[.

—

. ¢ \
Exercice 2 fid—2] /

Soit (f,) la suite de fonctions de R vers R définie par :
Vn € N,Vz € R, fu(z) )
n , Vo () = ————=
" n2+1
Démontrer que la suite (f,,) converge simplement sur R vers une fonction f & préciser.
La convergence est-elle uniforme ?
Quelle est la nature de la série de fonctions > f,, ?

—

R N\
Exercice 3 lid—o75] /

Soit f,, la fonction définie sur [0, 7/2] par

fn(z) = sin®" ™ 2 cos® .

Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série de terme général f,,.
Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série de terme général nf,.

Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série de terme général nf,, sur
[0,7/2 — a], lorsque a appartient & ]0,7/2[.

—

Exercice 4

[id=284]

Dans chacun des cas suivants, étudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonction

(fn)-
a) fn:R%R,xH%,neN*
b) fa:[0,1] - R,z 22 ne N*
¢) fu: Ro>Riz— 25, ne N

x2 +n2 )

—
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Exercice 5

[id=285]

4

Pour tout n € N*, et tout « € R, on pose fn(x) =

(=1)"e~""
n+x

Démontrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement vers une application
f Ry — R et que la convergence est normale sur tout intervalle de la forme I, =
[a, +00],a > 0 et n’est pas normale sur R.

Démontrer que f est continue sur R, .

—

4

Exercice 6

[id=286]

Dans chacun des cas suivants étudier la convergence simple, absolue, uniforme et normale de la
série > fn.

fn R Rz i;“sz),n eN

fn:[0,1] = Ryz = n?2™(1 —2)",n € N.

fn:R=>Ryz— n3+z2,n€N*

fn 1[0, +00[— Ry z — %e’"%z,n e N*.

fn [0, 4+00[—= Ry 2 — nﬁiig,n € N*.

@ Jn [0, +00]—= Ry z — 7(12?&:2,71 € N*.

fn [0, +00]—= Ryz — (n_'_l;Q ,n € N*.

—

Exercice 7

[id=287]

Pour tout n € N, on pose :
2"y

T T nonge PO T ER

fu(z) =

Sur quels intervalles de R, la suite de fonctions (fy)n>0 converge-t-elle uniformément ?

—

Exercice &8

[id=288]

Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (fy,),>1 définie par f,(z)
7tz Pour tout z € [0, 400

Exercice 9

[id=289]

4

Pour tout n € N*, on note : f, :

ne "%

n+x °
Etudier la convergence de la série de fonctions Y f,,.

[0, +00[— R;z +— (—1)
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+oo
Montrer que la somme S = Y f, est continue sur [0, +oo].

n=1

. N\
Exercice 10 fid—290] /

n
Pour tout n € N* et tout z € R, on pose fn(z) = [] cos ().
k=1

Démontrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement sur R vers une fonction f
& préicser.

@ Pour tout n € N, calculer f,,(2"7). En déduire que la convergence n’est pas uniforme sur
R.

Démontrer que (f,) converge uniformément vers f sur tout ségment [a, b] de R.

—

. N\
Exercice 11 fid—291] /

On consideére la fonction réelle de variable réelle définie par f(z) = >

n=

n+n2zx°
Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.
Démontrer que f est continue sur Dy.

3| Dét i li t i .
éterminer lim flx)e IJTMf(x)

E Démontrer que : Quand x tends vers 0 a droite, on a f(z) ~ —In(x) et quand x tends

vers +00, on a f(x) ~ ey

Exercice 12 [id=292

Dans tout ce qui suit (E, ||.||) est un espace vectoriel normé de dimension finie sur K avec K = R
ou C. On considére un vecteur zy € E tel que ||zg]| < 1 et v: Ry — Ry une application tel que
~v(t) < kt ou k € [0,1]. On considére une suite de fonctions (f,)nen de Ry vers E tel que :

{ vt € Ry, fo(t) = zo

Vn € NVt € Ry, fas1(t) = o + fy fu(y(s))ds
Prouver que la suite (f,,) est bien définie.

Démontrer que : Vn € N,Vz € Ry, || fog1(z) — ful@)|| < ﬁ

Prouver que la suite (f,,) converge simplement vers une application f : Ry — E et que
la convergence est uniforme sur tout compact K inclus dans R .

Démontrer que f est dérivable sur Ry et que Vo € Ry, f'(z) = f(y(x)).

—
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3 T N\
Exercice 13 (id—203] /

Pour tout n € N et tout z € Ry, on pose f,(x) = arctan(z + n) — arctan(n).
Démontrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur R .
@ Démontrer que f est continue sur R,.

Démontrer que lim f(z) = +o0.
r—+00

En déduire que la convergence de > f,, n’est pas uniforme sur R.

—

Exercice 14

Soit, pour n € N, f,, la fonction definie sur Ry par
Iinl@) = (1 - %) size0;n]et fr(r)=0siz>n

—

Démontrer que la suite (f,) converge uniformément sur R, vers f définie par f(z) =e

—

Exercice 15

Soit f, : Ry — R définie par
X —n
e = (1+7)
a) Etudier la limite simple de (f,,) et montrer que

Vo € Ry, fo(z) > lim f,(x)

b) En partant de ’encadrement suivant valable pour tout ¢ € Ry
t2
t—;ﬁln(l—i—t)ét

justifier que la suite (f,,) converge uniformément sur tout intervalle [0; a] (avec a > 0) ¢) Etablir
qu’en fait, la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur R .

Exercice 16

Pour tout (n,z) € N x R, on pose :
nw
)= ————.
Vérifier que la série de fonctions > f,, converge simplement sur R.
La convergence est-elle uniforme sur R 7
Etudier la convergence uniforme de la série Y f,,, sur tout compact K inclus dans R.

E Soit a € R tel que o > 3, et (g,)n>0) la suite de fonctions définie par :

Yn,) ENXR,  gu(z) = — /().
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Démontrer que la série de fonctions Y g,, converge normalement sur R

[id=297] /

n——+00 E—1

Exercice 17
Soit @ €]0, +o0o[. Démontrer que lim > In(1+ 2) = +o0

En utilisant le théoréme de convergence dominée, démontrer que :
+oo |
n!

liIJIrl ———dx =0

s

T L@+ k)

k=1
—
/ |
dzx

[id=298]

Exercice 18
On considére la suite réelle (uy,),>o définie par :
o0 sin(nx)
Uy = )
T o 14 na3

Vn € N
Justifier que (uy,) est bien définie.
Démontrer que, quand n tend vers +oo, on a u, ~ —%.
n3
—
/ ]
L pour tout n € N*

[id=299]

= T
)TI,

Exercice 19
Soit « €]0, 1]. Démontrer que la fonction u : & — (14+2z)“ est concave sur R. En déduire
que pour tout nombre réel x € Ry, on a0 < (14 2)* <1+ az.
T) =
14z

@ Démontrer que la suite de fonctions (f,,) définie par f,(z)
et tout © € Ry est simplement convergente vers une fonction f & préciser.
Démontrer que la convergence est uniforme sur R, .
—
/ )
, g] dans R par :
x

5]

[id=661]

Exercice 20
Vn €N, fn(z) = (cos(z))" sin(x).

On considére la suite de fonction (f,) définie de I'intervalle [0
(n+1)f, et v un réel de [0, Z[
] vers la fonction

Montrer que (f,) convergence uniformément vers la fonction nulle sur [0
s

Soient (g,,) la suite de fonction définie par g,
@ Montrer que sur [’y, g], la suite (g,) converge uniformément vers la fonction nulle.
@ La suite de fonction (g,) converge-t-elle uniformément sur [0, o
nulle.
—
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