Chapitre 7 : Suites vectorielles et familles
sommables

Exercice 1

Soit A une K—algébre normée de dimension finie. On note e son élément neutre pour la mul-
tiplication et % (A) l'ensemble de ses inversibles. Soit a € A. On appelle valeur spectrale de a
tout scalaire A € K tel que a — Ae n’est pas inversible. On note Sp(a) I'ensemble des valeurs
spectrales de a.

Démontrer que YA € Sp(a), |A| < |||
Démontrer que % (A) est un ouvert de A.
Démontrer que Sp(a) est un compact de A.

—

R N\
Exercice 2 lid—254] /

Soit n € N* et A € M,,(K). Démontrer qu’il existe un polynéme P € K[X] tel que exp(A) =
P(4)

Exercice 3 fid—255] /

Soit n € N* et A € M,,(K).
Determiner exp(A) dans chacun des cas suivants :

A est la matrice d’un projecteur , c’est-a-dire A% = A.
A est la matrice d’une symétrie vectorielle , c’est-a-dire A% = I,,.

A est la matrice dont tous les coefficients valent 1.

—

i ' ~N
Exercice 4 fid—256] /

@ Démontrer que :

Yw € C*,3z € C,exp(z) = w.

@ Que peut on dire de 21, z2 € C si exp(z1) = exp(22) 7

@ Soit n € N* et A, B € M,,(R) deux matrices tel qu’il existe P € GL,(C) tel que
B = P71AP. Démontrer qu'il existe Q € GL,(R) tel que B = Q=1 AQ. On exprime
¢a en disant que deux matrices réelles semblables dans M,,(C) sont semblables dans

M, (R).
. . ) . z 0 0 a —b
@ Soit z = a+ib € C. Démontrer que les matrices M = 0 = et M' = b4
sont semblables dans My (C).

@ Soit A € GL2(C) tel que A est diagonalisable. Démontrer que :

dB € M5(C),exp(B) = A.
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@ Soit N = < 8 (1) ) et S = {aly + BN/(a,3) € C?}. Démontrer que S est un

sous-espace vectoriel de Ms(C) et que VM € S,exp(M) € S.
@ En déduire que : VA € GL2(C), 3B € M5(C),exp(B) = A.
Soit A € GLy(R) une matrice diagonalisable de valeurs propres A\; et A;.
@ Démontrer que si A; > 0 et Ay > 0 alors 3B € M3(R), exp(B) = A.

@ Que peut on dire si A\jAs < 0.

@ Soit K = < 2 _OW ) Diagonaliser K dans M3 (C) et en déduire que exp(K) = —I5.

(d) En déduire que : YA € R*, 3B € M5(R),exp(B) = Al.
Soit A € GL2(R) une matrice trigonalisable non diagonalisable. On note u I’endomor-
phisme canoniquement associé & A.

@ Démontrer qu’il existe une base C = (V;, V2) de R? tel que la matrice T' de u relati-

vement & C est de la forme T' = < 3 éf ) ol \, u € R*.

@ Démontrer que si A > 0 alors 3B € M3(R), exp(B) = A.

@ On suppose que 3B € Ms(R), exp(B) = A et on note v I’endomorphisme canonique-
ment associé & B. Montrer qu’il existe a € R tel que v(V;) = aV].

@ Déduire de ce qui précéde que l'on a :
3B € M3(R),exp(B) =A< A > 0.

Soit A € M2 (R) tel que Sp(4) = 0.
@ Justifier pourquoi A est inversible.

Démontrer que A est semblable, dans M, (C), & une matrice de la forme exp(A) avec

A0
A= < 0 X ) tel que A € C.
@ Démontrer que A est semblable, dans M2 (C) & une matrice de la forme B = rRy
cosf —sinf )

avecr ERY et 0 € Ret Ry = < sinf  cos6

@ En déduire qu’il existe une matrice M € Ms(R) tel que exp(M) = A.

—

Exercice 5

Soit K une partie compacte de M,,(C) tel que :

{ (i) K C GL,(C)
(i) VA, Be K,ABe K

Montrer que K est un sous-groupe de GL,,(C).
Indication : Commencer par prouver que [, € K.

—
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R ) N\
Exercice 6 lid—255] /

n est un entier naturel non nul et K désigne R ou C.

Soient A, B € M,,(K). Démontrer que si A et B sont semblables alors il en est de méme
de P(A) et P(B), pour tout polynome P € K[X]. En déduire que exp(A) et exp(B) sont
semblables.

Soit n € N* et A,B € M,(R) deux matrices tel qu’il existe P € GL,(C) tel que
B = P~'AP. Démontrer qu’il existe Q € GL,(R) tel que B = Q7 1AQ. On exprime
¢a en disant que deux matrices réelles semblables dans M,,(C) sont semblables dans
M (R).

Soit A € GL2(R) tel que A n’a aucune valeur propre réelle. Démontrer qu’il existe
B € M3(R) tel que : exp(B) = A.

—

. — Y
Exercice 7 id=259] /

Soit 6 € R et les matrices de M2 (C) :

0 —6 0 0
A9=<9 0) et Bg=<lo —Z'9>'

Prouver que Ay et By sont semblables dans M5 (C).

Comment déterminer le plus rapidement possible une matrice P € GL3(C) tel que la
relation :

Ag = PByP!
soit vérifiée 7
Calculer exp(Ay).
E Soit a,b € R et M = (

a

b b ) Calculer exp(M).

. N\
Exercice 8 [id—260] /

1 si n=mp
On considére le suite double (u,, ) définie par : u,, , = 0 si n>p

Calculer Y (> unp)

n=0 p=0

Calculer Y (> unyp)

p=0 n=0
Que remarquez vous ? Explication ?

—

Exercice 9 lid—261] /

—+o0
On donne pour tout nombre réel z tel que z > 1, ((z) = Y. -= et v = lim (H, —In(n)) on
=il n— 0o
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(=1)*

knk

M=

H, = %, pour tout n € N*. On considére la suite double (uy, k)n>2 définie par u, j =

k=1 k>2

Montrer que (uy, ) est sommable.

: =t
En déduire que ) ~—~((k) = .

—

Exercice 10 [id=262]

Soit A un nombre réel tel que 0 < A < 1.

+oo
Pour tout n € N, calculer la somme : 3 (Z)(l — A)kn,
k=n
“+oo
Soit (un), ey une suite sommable. Pour n € N, on pose v, = (Z)(l — A)FT Ny,
k=n

Montrer que la suite (uy),, .y est sommable et calculer sa somme.

—

Exercice 11 fid—263]

On note ¢'(Z) I'ensemble des familles de nombres complexes u = (up),,c; qui sont sommables.
On définit sur ¢!(Z) une norme en posant ||ul| la somme de la famille (Juy|),,c5,

1. Soit u,v € £1(Z). Démontrer que, pour tout n € Z, la famille (ukVn—k) ez €St sommable.

2. Pour u,v € ¢*(Z), on définit la famille uxv par (uxv), = Yz UkVn—k 00 1 € Z. Démontrer
que u v € (1(Z), puis calculer ||uxv|| en fonction de |u| et de ||v||

3. Démontrer que la loi x agissant sur £!(Z) est une loi associative, commutative, et possédant
un élément neutre.

4. On définit u € (Y(Z) par ug = 1,u1 = —1 et u, = 0 sinon. Démontrer que u n’est pas
inversible dans ¢'(Z) pour %

—

. ¢ N\
Exercice 12 fid—264] /

Soient r € [0;1[ et # € R. Justifier I'existence et calculer

§ T|n|eln9

nez

) . ™
Exercice 13 fid—265] /

Convergence et calcul, pour z complexe tel que |z| < 1, de

+oo n
S =

1 _ 2n+l
n=0 z

—
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3 T N\
Exercice 14 (id—260] /

Soit o une permutation de N*. Quelle est la nature de

P

Exercice 15

Soit s un nombre réel tel que s > 1
@ Démontrer que pour tout nombre réel x positif, on a : (1+z)* > 1+ sz.

@ Prouver que la fonction ¢ — ¢° est convexe sur |0, +00].

@ En déduire que pour tous nombre réels strictement positifs x et y, on a :
2175(:L'+y)s S 8 +y8-

@ Soit o un nombre réel et on considére la famille a = (ap,¢)(p,q)en- xn+ définie par :

1
V(p,q) e N* xN* ap, , = ——.
P (p+g)e
@ Démontrer que si a < 1 alors la famille a n’est pas sommable.
@ Démontrer que la famille a est sommable si et seulement si o > 2.

Soit o € R tel que a > 1 et on considére la famille (by,q)(p,q)en+xn+ tel que :

1
Y(p,q) € N* xN* b, , = ——.
(p,q) P9 = pa f g
@ Démontrer que :
Vp,q € N*, 217 (p+q)* <p* +¢* < (p+9)°

@ En déduire que la famille b est sommable si et seulement si a > 2.

E Soit o € R et pour tout (p,q) € N* x N*, on pose ¢, 4 = m. Démontrer que la
famille (¢, ) est sommable si et seulement si « > 1.

—

EXCI’Ci(‘C l() [id=268]

Soit « €] — 1,[1 1. Démontrer que la famille (a:kl) )2 est sommable. 2. En déduire que

(k,n)e(N*
+o00 Ik +o0o
D TF = 2 dme
k=1 n=1

ot d(n) est le nombre de diviseurs positifs de n.

—
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Exercice 17 fid—269]

Pour n > 0, on pose :

Montrer que la série de terme général w,, converge.

Calculer sa somme en utilisant le produit d’une série géométrique par une autre série
classique.

Exercice 18

Soient (a,b) € C? tels que |a| < 1 et |b| < 1. Prouver que

1 +oo an+1_bn+1 ]
A-a)(1-b) nz::O a—p  Sard
- S
— = (n+1)a"sia=b
(1—@)2 n=0

Exercice 19

[id=271]

On considére (an),cy et (bn) deux suites positives, telles que > a2 et > b2 convergent.

neN
Prouver que > > % converge.
0 2 5 n vm *
INDICATION : On montrera la lemme suivant : y_,_, W < m pour tout m,n € N*.

Exercice 20

(G2 LS
Pour tout (n,p) € N* x N*, on pose u,, , = { - st p2n>0

0 si 1<p<n

Est ce que la suite double (u,, ;) est sommable ?

. . , . 400 400 400 /400 , .
2 | Etudier l'existence des sommes Y | > unp | €t > [ D unp |, et en cas d’existence,
p=1 p=1 \n=1

n=1

les comparer.

Exercice 21 -

Soit 8 € R. Calculer la somme p%;o %.
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