Chapitre 6 : Séries numeériques et inté-
grales impropres

R N\
Exercice 1 lid—18] /

sin®(¢)
T+¢

Quelle est la nature de la série numérique > u, ol u, = fO% dt pour tout n € N*?

. 2
Exercice 2 fid—3] /

Soit a €]0,1[ et (uy,) la suite définie par

Ug = a
2
Un+U,,
Vn € Nyupyq = 5=
Démontrer que la série > w,, est convergente.

—

. 2
Exercice 3 fid=c71] /

+oo —+oo
On se propose de démontrer que S = 21 # = %2 et de calculer S’ = Zo W
n= n=
Soient deux réels a < b et une fonction g de classe C! sur le segment [a, b]. Montrer que
b
lim g(t) sin(At)dt = 0. (Utiliser une intégration par parties.)

A——+oo @

Soit un entier non-nul n € N*. On définit la fonction S,, sur [0, 7] par

Sp(t) =142 2": cos(2kt)

k=1
Montrer sans utiliser de récurrence que Vi €]0,7[ S,(t) = W et calculer
Sn(0), Sn(T).
Calculer Vintégrale J,, = [;3 S2@mELL
. . 1-L sit#£0
On définit la fonction ¢ sur [—Z, Z] par : ¢(t) = Ot Sl e Montrer que la
sit=
fonction ¢ est dérivable en 0 et préciser ¢'(0). Montrer ensuite que la fonction ¢ est de

1
classe C* sur le segment [fg, g}

Déterminer ngl}rloo Jo? o(t)sin(2n + 1)t dt et en déduire 211100 I, ou

n

3 sin(2n + 1)t
VnEN,In:/2Mdt.
0

@ Déterminer deux réels o et 3 tels que Vn € N*, [ (at + Bt?) cos(nt)dt = 2

En déduire que

n

22%—/0 (at + Bt?) S, (;) dt

k=1
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est un réel indépendant de n que I’on précisera.
(atJrﬁt )

Sin 2

B On définit la fonction h sur 0, 7] par h(t) =

fonction de classe C! sur [0, 7).

. Montrer que h se prolonge en une

@ Montrer que les séries Y # et > m sont convergentes et calculer leur sommes

+oo 1 +oo 1
respectives : S = 3. sy et S'= )’ oz
n=1 n=0

—

R ™\
Exercice 4 lid=231] /

Etudier la convergence des intégrales suivantes :

1,0 N
fo t*Int dt, avec o € R. 12 f0+ tlgfldt

@ flto‘ 1—t)ﬁdt avec a, 3 € R.

1 tta(l L dt avec a, 3 € R. 13|/, (o;v—ll)g\c/;dx'

1 tLl(nl(t)tl;ﬂ dt, avec o, 8,7 € R.
tve=tdt., avec o € R.

@ fo (sinz)e~"dz. 15 | [y st
*(Int)e~tdt.
fo I — 16 | [ (1+tln<t+1))dt.

14 | [/ e~V dt,n € N.

1
dt. oo
@ 0 et—\lf 17 f; (Vat + 22 + 1 — zV/a? + az)dz o
+00 e~ Vi
10 | [i Kz at. a€R.
11| [y cos® (1) dt. 18| [ e (1_le—t - %) d.

—

Exercice 5

Discuter, suivant la valeur de o € R, la convergence des intégrales suivantes :
+00  tint
I et
x%In (x + e*®) dx
—

Exercice 6 [id—233]

Etudier la convergence des intégrales suivantes :
+00 sinx4cosx
i el

fo+oo iiffz4 dz .
[4] J§ xé‘r;zdx
f,l1 ﬁ dz
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(6] /7 S5 de
T e e R
@ f0+°° xlnfl dz

10 f0+oo e~ du

24+ Inx

“+o0

11 fo Py dz
5

12 flﬁdt

Bl -t
O VB F32+t

s 1
14| [/ <1+2> dz
T

15 f0+oo e " dx

16 fj:; e 17l de,

17 fol In(z) dz

18| [ i) gy

rctan(x
19 ffo malﬁ(;(ﬁ)) dz,

20| [,° e~V da,

1 coshaz—cosx
21 fO = 52 dl‘,

dx.

o msin(l/zz
22 fO In(1+x) )

—

. — Y
Exercice 7 fid=234] /

Etudier le convergence de la série Y u,, dans chacun des cas suivants :

Up = g:tg:
_ ch(@n)

Un = §h<32>
_ (1, 1\~

un = (3 + 3;)

u, = tanh(n 4+ a) — tanh(n), a € R donné.
_ 1

Un = Br=nm"

@ U, = ﬁ7 x € R, donné.

Up =1 — cos%

= _n_ _
u”_nn+1 1
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@ Uy = n~(143)
1

10 | un = exp (cos () — exp (cos (7))

11 | u, = 2™ 2 > 0, donné.

12 | u, = n2aV™, a > 0 donné.

13 | u, = %7 a > 0, donné.

14 | u, = 2

nm

15 | u, = Z—Z, a > 0 donné.

16 | u, = (a + %)n, a > 0 donné.

17 | u, =

1
(14a)(14a?)---(1+a™)’

18 | u, = (1 + %)nQ, z € R, donné.

19 | u, = (—Sin?n)n

20 | u, = (1 —exp (2)) v/In(n)

21| u, = —+r

22 | u, =n" " —1, a > 0 donné.

23 unzgg—g)z!
24| u, = OF
25 | un = oy
26 | un = oy

27 | tn = Gty

_ 1
28 Un = In(n?24+n+1)

n

k
30 | u, = A2 = Rt
n 124-.-4n2
k2
Z
31| u, = ;_Z;‘zln, a > 0 donné.
32| u, =2"V".
33 | uy = —~——
n(n+1)(n+2)

1

a > 0 donné.

29 | u, = %7 & un nombre réel tel que 5| < 3.

34 | u, =exp (%) — exp (n+a), a > 0 donné.
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35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

Uy = f (a + %) +f (a = %) —2f(a) avec : a € R et f une fonction réelle de classe C? sur

un intervalle de la forme Ja — «,a + af,a > 0

Uy = #M — £, (a,b,c) € R3 : discuter suivant a,b et c.
Uy = %, (a,b) € R? : discuter suivant a et b.

Uy, = (_:L)n arctan%

U :sin((n—|— %)TF) ,a € R

Up =~ a€Reta#0.

(_1)n+na I
Uy = w, avec (a,b,a) € R® et a > 0 et a # 0 [27].
_ =D
Un = n+2sinn

up = (=1)"(Vn® +1—-n)

un:ln<1+%

__ sin(2n)
Un = n2_ny1
Uy = 1+iLnQ(n)
Un = Fritp
Un = Tris
Up = e_‘/ﬁ
Un =
un = G
= (34 4)"

u, = n?sin(55),

up = (M +3)¢ — (n?2+2)3¢ ota eR

u, = v/In(n + 1) — \/In(n),

[0
Up = (% = 1) , ol a > 0, DL2 de la suite u,.

U, = In (1 + X sin (&7)).

_ _ (="
Un = Fr(-Dm
Up = %, DL2 de la suite Uy -
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61| u, = — "

EET v
— _(p"+t
62 un—maveca>0.

63 un:ln(l—l—%) avec a > 0.

(=n"

65 un:1n<1+%),
66 | u, = (—1)"y/nsin(),

67 | u, = cos (n mln ("—_1)),

(=pn
_ VL
68 | up = W -1,
m 1
_ Vvt (=)™
69 | u, =1In ( I )
70 | u, = In <1+ D >
n(n+1
71| up = (5 +1) et équivalent du reste.
_ 1
72 Up = W
73| u, = # selon les valeurs des réels x et y.

74| u, = (nsm(1)>n

75 | u, = S (1 + (‘1)”>

n2

1
76 | u, =ni+tn? —1

7 unzsm() ln(l—l— )

2
78 | u, = <251 DL2 de la suite w,,.

sm( )?

79 | u, = ntn=3 N

80 | u, = arctan (%)

_ —1
81 | up = —n(nf1)(n+2)

82| u, =In(1-2)

+o0 —1)*
83 | u, =02, %

_ (D" Vmsin(l/v/R)
84 Up = W

85 | u, = cos(rann)

86 | un = [T_o(2 — ¢/)
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87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

n in6

Up — m 5 generahser a Up — nefeind

Uy, = (sin(wen!))?
Up =, sin mvn? +1;
Pour n > 1, u,, = ( ﬁ)p("), ou p(n) est le nombre de chiffres de I’écriture décimale de
n;
o(n)

Pour n > 1,u, = =%, ot 0 : N* — N* est une bijection ;

Up = sin(m(2 4+ v/5)")

n+1
Un = )
n3 -7
n+1
Un = 3
n2 -7
n+1
Un = )
n—17
. 1
Un =sin | =5 |,
2+ 3"
Un = )
n2 + 5%
- 1
1
Un = )
In(n? + 2)
1
w = n(?)7
nz
- n
Un = 2_n7
nlOO 000
Un = )
on
1
Up = —,
n!
nlOO 000
Up = »
n!
on
Un = —7»
n!
_ 4" ((nt1))?
Un = (22)! )

Uy, = | sin | — ,
n

1"

un:<1——> ,
n

2
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110 | u, = 1 +sm(2n)’

n3/4 nd/4
11— n<"—3/4>
11 | un = — + ;

n+1
112 | u, =4/1+ ( o3/ )

1 1
113 n=nl 1 — — |,
U nn< +n> cos<ﬁ>

114 = .
tn n+(—1)nﬁ

115 | wy = (—1)7—
" In(n+1)

1
116 | u,, = sin ((n—!— ﬁ) 7r>,

117 | up = (=) (VT +n — /n).

118 | u, = (-1)"—,

n

119 | u, = a_' avec a € C,

n!
120 | w, =na" ! avec a € C,
121 | u, = ;03 CEmyE +p)2 (comparer & une intégrale)

(=n"

122 | u, = n2/34cosn
123 | u, = 225

124 | u, =2~V (z eRY).

125 | u, = cos(Inn)

n

_ 2
126 | u, = (Bn?mjﬂ :

127 | u, = &,
128 | u, = 2|

129 | u, = 20
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130 | u, = 02"

n!

131 | up = S 3

132 | u, = 2

Exercice &8

Calculer la somme de la série > u, dans chacun des cas suivants, aprés justification de sa
convergence.

Up = %,nZQ;

@ Uy = m,nz 1;

Un = seT " 2 L

E unzm,nzletpel\l* fixé;
unzlnz(gj?g,nz 1;

(6] u, =In(1+272"),n>0.

Un = (n+1)(2fi§)9(721ﬁ5)(n+4)-

4 3
_ n-4+2n°—2n—1
n U, = nln (7n4+2n3 )

n -1 n—k
] u=y U0

k=0
- 1
k=0
11 | u, = E(V"+1)*E(\/ﬁ)'

12| u, = S .

Exercice 9

Etudier la convergence des intégrales suivantes :

+ .
f4 = \/Esfsfnwdx

f1+ooln(1+%)d$,OﬂaEReta>0.

—
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Exercice 11

Quelle est la nature de I'intégrale suivante f0+°° €@ dg ?

Exercice 12

[id=239]

Déterminer les valeurs possibles de « et 8 pour lesquelles 'intégrale f0+°o 2@ +82° 4 est conver-
gente.

) y ~
Exercice 13 fid—240] /

Pour tout n € N*, on pose :

Calculer lim u,,.
n—-+oo

Exercice 14

Ln}fﬁ ,n > 1 est convergente.
n

Démontrer que pour tout nombre réel a, si a > % alors la série Y

. N\
Exercice 15 (id—242] /

Soit a un niombre réel et f : [a,+oo[— C une apllication de classe C! tel que les intégrales
f;oo ft)dt et f;oo | /(¢)|dt sont convergentes. Démontrer que la série > f(n),n > p est conver-
gente, p étant le plus petit entier naturel supérieur ou égal a a.

. , a\
Exercice 16 (id—243] /

Soit (a, 8) € (RL)? tel que 1 —ax < B < 1.
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Démontrer que la série de terme général

Uy =

est convergente.
En déduire que les séries de termes généraux respectifs
_ cos(nf) _ sin(n?)

Cp = T et Sp = ne

sont convergentes.

—

. - ~
Exercice 17 fid—244] /

)" o

Quelle est la nature de la série de terme générale u,, = — .
n34+(=1)"

. ™\
Exercice 18 fid=245] /

Pour tout n € N, on pose a, = fol /1 — t2dt.

1) Montrer que (a,) est décroissante.

2) Montrer que pour tout n € N, on a ap49 = Z—"’}lan. En déduire que a,, ~ ap41.

3) Montrer que la suite de terme générale b,, = (n + 1)(n + 2)(n + 3)anan,+1 est constante. En
déduire un équivalent de a,, et la nature de la série > ay,.

—

. N\
Exercice 19 lid—24] /

Soit f : [1,+0o[— R une application strictement positive de classe C! tel que

o F@)
s-r1oe f(z)

Montrer que f est intégrable sur [1, 00|
Démontrer que, quand x tends vers +oo, on a

+oo
/ F(b)dt = o f(z)

—

. i N
Exercice 20 lid=247] /

Soit f : [0, +oo[— R de classe C*. Montrer que, si f2 et f’? sont intégrables sur [0, +o0| alors
lim f(z) =0.

T—r+00
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. ¢ \
Exercice 21 (id—248] /

Soit a un nombre réel strictement positif. Pour tout nombre réel strictement positif =, on pose

a—1
Fo(z)=% [3 S du.

Montrer que F\, est bien définie pour tout z € R7.
Calculer Fy(z) et Fi(x), pour tout « € RY.
Trouver la limite, quand z tend vers 0 & droite de F,,(z).

Montrer que sur lintervalle |0, +oo], la fonction x — F,(z) est la seule solution de

léquation différentielle (E,) zy + ay = % qui ait une limite finie quand la variable

+1
z tend vers 0 & droite.
@ Montrer que, pour tout 2 > 0, on a F,(x) > ﬁ
@ Montrer que, sur l'intervalle z > 0, la fonction x — F,(x) est décroissante.
@@ Si @ > 1, montrer que, pour tout z > 0, on a F,(x) < ﬁ

@ Si0 < a < 1, montrer qu’il existe un nombre réel ¢, ne dépendant que de «, tel que,
pour tout x > 0, on ait : Fi,(z) < fa.

@ Trouver une relation simple entre F, () et Fyt1(x).
@ En déduire la limite, quand z tend vers +oco, de zF,41(z).

—

: (213 \
Exercice 22 fid—249] /

Etudier la convergence de l'intégrale 1+°° %dx.

Exercice 23

On pose R, = Y02, 4 # pour tout n € N

1) Justifier Vexistence de R,,.

2) Montrer que, pour tout n € N,R,, = (—1)"*! fol 1%8 dz.

3) Montrer qu’il existe 3 € N* et A € R* tels que R,, = A(_;);H + 0 (nﬂlﬂ). En déduire la
convergence de > R,,.

4) Calculer Y07 [ R,,.

Exercice 24

Soit (an),cy une suite a termes positifs. Montrer que la série )  u,, de terme général

(1+ao)(1+anl)~~-(1+an)

Up =

converge et calculer sa somme en fonction des a,,.

—
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Exercice 25

Démontrer que pour tout nombre complexe p,l’intégrale :
too
1= / e’ e Prdx
0

est divergente.

Exercice 26

Soit (a"vk)n,k>0 une famille de réels. On suppose que :

- Pour tout £ > 0, la suite (an,x),~, est convergente, de limite a.

- 1l existe une famille (b, telle que |a, | < by, pour tout k,n > 0 et telle que Y7o, by < 0.
Montrer que les quantités S, = Y50, any et S = Y50 ay, sont bien définies, puis que 'on a
lim,, 400 S, = 5.

Exercice 27

Soit (a,) la suite définie par ag =1 et V € N, an11 = +/ag + - - - + a,. Calculer lim 9=,
n

an
—+oo ™

Exercice 28 fid—4s1]

On considére la suite réelle (uy,), oy définie par ug €] 1; 400 et :
Vn € Nyupqq = ui —Upn + 1.

a) Montrer : u, — +o00.
noo

+oo

b) Existence et calcul de »_ 1.

n=0 "

—

. 2
Exercice 29 fid—483] /

Donner un équivalent simple de R,, =
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X . N
Exercice 30 (id—487] /

Soit (u,) une suite réelle tel que les séries Y u, et > u? sont convergentes.

Démontrer qu'il existe k € N tel que (x) Vn € N,n >k = u, +1 # 0. On note p le plus
petit k& € N réalisant (1) ci-dessus.

a e Un
@ Démontrer que la série 2; Trun est convergente
n2p

—

Exercice 31 (id—485] /

Nature des séries Y u, et Y. U, pour u, = fol tan(z™)dx et U, = fol tan(z"" )dz pour tout
neN

Exercice 32 (id—489] /

(n+1)! (n+2)!

n n
Nature des séries Y u, et > U, pour u, = —— >_ kl et U, = —== >_ k! pour tout n € N
k=0 k=0

. O )
Exercice 33 [id=490] /

n
Soit (uy) une suite de nombre complexes et (U,) définie par U, = 1 > w;,. Démontrer

k=1
que si (uy) est convergente vers ¢ € C alors (U,,) converge aussi vers /.

Soit a €]0, 1 et (x,,) la suite définie par {

Tog =«
Vn € N, 241 = sin(x,)

@ Montrer que (z,) converge vers 0.

@ Montrer que x,, ~ \/% quand n — +o0.

Généralisation : Soit a un nombre réel tel que a > 0 et f : [0,a] — R une applica-
tion concave strictement croissante tel qu’il existe k et p constantes réelles strictement
positives tel que, pour z voisin de 0 dans [0, a], on aie :

f(z) = z — kxPt! 4 o(xPT1).

Soit alors (z,,) une suite définie par z¢ €]0,a[ et Vn € Nz, 11 = f(z,). Démontrer que

1
P
quand n tend vers 400, on a : x, ~ <p;—n) .

—

. 2
Exercice 34 (id—492] /

On note la fonction I' : z — f0+oo t*~le~t dt. On pose u, = f"H

,  InT'(z)dz. Préciser la nature
=il w®
de anl (un) :
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X . a\
Exercice 35 (id—493] /

Montrer : Vn € N, 3la,, € R, e* + na,, = 2.

Déterminer la nature de Y a,, et > (—1)"a,.
Déterminer la limite de n (1 — na,) en +oco.

4 | Développer a, a la précision o (=5).
n

—

EXGI‘(‘iCe 36 [id=494]

On pose a,, = — fol t:ﬂt dt
Montrer que (a,) est définie. Donner sa limite.
@ Calculer a,, + a,41. En déduire un équivalent de a,,.

Calculer ::E)(—l)”an et Z::a .-
—

Exercice 37

[id=496]

Soit (uy,) une suite réelle strictement positive. Pour tout n € N, on pose S,, = up,. Comparer

n
p=0
Un

Sn

la nature des séries Y u, et >

. . ~
Exercice 38 fid—502] /

Soit (x,,) la suite définie par
o = 1

n
Vn € N, zpi1 = ) o
k=0

Démontrer que la série > mi converge et calculer sa somme.
n

—

R N\
Exercice 39 fid—518] /

Soit f la fonction définie par :
2t —1

) = Int —In(1 —1t)

et soit :

j /0 CFde.

Justifier ’existence de I
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Montrer que pour tout n € N*, on a :

n—1
1 T kn—k) 3
4n sI- 2n3 kz=1 (5x) = 4n

sin (=F
En déduire que I = 7 La(l-z) 4.

0 sin(7x)

—

3 8 N\
Exercice 40 lid=522] /

Soit (an), ey~ une suite de complexes telle que Y, - a2 est absolument convergente.

Montrer que, pour tout n € N*,

2
4 - - 2r lak||ap|
k ikx _ P
/ x(g (=1)" |ak| e ) dx——i E tp

- k=1 1<k<n
1<p<n

Montrer que la famille (M est sommable.

pta >p,q€N*

—

Exercice 41

Soit f : [0,1] — R une application continue tel que f(1) # 0. Pour tout n € N, on note
I, = fol t" f(t)dt. Démontrer que I, ~ ) Jans les deux cas suivants :

f est de classe C'.
f est de classe C°.

—
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