Chapitre 5 : Espaces préhilbertiens réels

. N\
Exercice 1 lid—672] /

On se fixe un entier naturel non nul n et une matrice A € A,(R), c’est-a-dire que A est
antisymétrique. On note I la matrice identité de M, (R).

Montrer que pour toute matrice colonne X € M, 1(R) et toute matrice carrée B d’ordre
n,ona X"BX = X"BTX. En déduire que X" AX = 0.

Soit une matrice colonne X telle que (A + I)X = 0. En calculant X " (A + I)X de deux
maniéres différentes, montrer que X = 0.

En déduire que A + I est inversible.
Montrer que la matrice B = (I — A)(I + A)~! est orthogonale.
Calculer (I 4+ B)(I 4+ A). En déduire que I + B est inversible.

@ Réciproquement, soit B une matrice orthogonale telle I + B soit inversible. On considére
la matrice C = (I + B)~1(I — B). Montrer que 'ona CT =T — B~' — CT B~ puis que
la matrice C' est antisymétrique.

Exercice 2

n est un entier naturel non nul. On se propose de démontrer que pour toute matrice S € M,,(R),
on a S est symétrique positive si et seulement si

VM € 0,(R), tr(SM) < tr(S5).
On munit 'espace euclidien R™ de son produit scalaire canonique et on rappelle que (X,Y) =
tr(X TY) défini un produit scalaire sur M, (R).
Démontrer 'implication directe.
Démontrer que si A est une matrice antisymétrique alors e est une matrice orthogonale.

Démontrer que pour tout vecteur z € R” tel que ||z|| = 1, la matrice Q, = I,, — 2zz "
est une matrice orthogonale de M,,(R)..

Soit S € M, (R) tel que
VM € M, (R),tr(SM) < tr(S).

et soit A une matrice antisymétrique de M,,(R).

@ Démontrer que I'application u : t +— tr(e4) est de classe C* sur R et calculer u/(t)
pour tout t € R.

@ Justifier que u/(0) = 0 et en déduire que (S, A) =0
@ Démontrer que S € S, (R).

Soit A une valeur propre de S et z un vecteur propre de S associé a A tel que ||z|| = 0.
En utilisant la matrice 2, définie dans la question 3) ci-dessus prouver que A > 0

Conclure.

—
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Exercice 3 fia=7] /

Soit E un espace euclidien de dimension n et f € O(E).

On suppose que n est impair et f € O1(E). Montrer que 1 € Sp(f). (Indication :
Comparer det(f —Idg) et det(f~! —Idg).)

Que peut-on dire quand n est pair ?
Soit n quelconque et f € O™ (E). Montrer que —1 € Sp(f)

—

. N\
Exercice 4 lid—17] /

Montrer que 'application @ : (A4, B) — tr(*AB) est un produit scalaire sur M, (R).

Soient A et B deux matrices de M, (R). Montrer que f : X — AX — XB est un
endomorphisme de M,,(R) et trouver son adjoint f*

. N\
Exercice 5 lid—20] /

1 -1 -1
Soit A= -1 1 -1 | eMy®).
-1 -1 1

Justifier que la matrice A est diagonalisable.
Trouver une matrice orthogonale P € O3(R) tel que P~'AP est diagonale.

—

. N N\
Exercice 6 lid—34] /

Soit F un espace vectoriel euclidien et u et v deux endomorphismes symétriques de E.
Démontrer que ker(u) @ Im(u) = E.

Démontrer que u o v est symétrique si et seulement si wov = v o u.

. N
Exercice 7 lid=37] /

Soit E un espace vectoriel euclidien. Pour f € £(F), on note p(f) = max{|A|; A valeur propre
de f}. On pose également ||f|| = sup{||f(x)|;|lz]] < 1}. Démontrer que si f est symétrique,

alors | £1| = p(f).
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R N\
Exercice 8 fid=201] /

On dit qu’une matrice S de M, (R) est symétrique définie positive si S est symétrique et vérifie
la condition :
VX € Mp1(R), X #0="*XSX >0

On note S;7 7 (R) I'ensemble de telles matrices. Soit S € M,,(R) une matrice carrée réelle. Pour
tout X,Y € M, 1(R), on pose :
(X, Y)s =(SX,Y)

Soit S € §,,(R). Démontrer que :
S e STH(R) < Sp(S) C RL

Démontrer que (,)s est un produit scalaire sur M, 1(R) si et seulement si S est symeé-
trique définie positive.

Soit ¢ un produit scalaire sur M,, 1 (R). Démontrer qu'il existe une et une seule matrice
S € STT(R) tel que ¢ = (,)s.

—

. N\
Exercice 9 fid=202] /

Soit A € M,,(R) tel que A*AA = I,,. Démontrer que A = I,,.

R N\
Exercice 10 fid—203] /

FE est un espace euclidien et u un endomorphisme de F.

Démontrer que si x et y sont deux vecteurs propres de u associés aux valeurs propres
A, 1 tel que Ap < 0 alors il existe un vecteur z € F tel que z # 0 et u(z)Lz.

Démontrer que si tr(u) = 0 alors il existe aux moins un vecteur z € E tel que ||z|| =1 et
zlu(z).

Démontrer que tr(u) = 0 si et seulement si il existe une base orthonormée B de E tel
que les termes diagonaux de la matrice de u relativement & B sont nuls.

E Soit :
3 6 0
A= 0 0 0 | € M3(R)
0 00
Démontrer qu’il existe Q € SO(3) tel que A = QA'Q avec A une matrice dont tous les
termes de la diagonale sont égaux a 1.

—

Exercice 11 fid—204]

Soit (E,(,)) un espace préhilbertien réel et z,y € E. Démontrer que les assertions suivantes
sont, équivalentes :

(i) zly
(i) VA € R, [lz + Ayl > ||z

—
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Exercice 12

On munit R [X] du produit scalaire

(P.Q) = / POQ()dr

a) Etablir l'existence et I'unicité d’une suite de polynomes (P,) formée de polyndomes deux a
deux orthogonaux avec chaque P,, de degré n et de coefficient dominant 1.

b) Etudier la parité des polynomes P,.

c¢) Prouver que pour chaque n > 1, le polynéme P,;1 — X P, est élément de l'orthogonal a
R, —2 [X].

d) En déduire alors qu'’il existe A\, € R tel que

Pn+1 :XPn"‘V_)\nPnfl

—

. . N\
Exercice 13 (id—206] /

Dans ce sujet, on identifie polynéme et fonction polynomiale associée sur [—1,1]. On munit
lespace E = C([—1,1],R) du produit scalaire :

()= [ soatoa

Pour tout n € N, on introduit le polynéme P, dfini par :

1 4"
n!2n dzm

P,(z) = ((x2 - 1)")

Calculer P, (1) et P,(—1).

Montrer que P, est une fonction polynéme de degré n orthogonal & tout polynéme de
degré inférieur ou égal a n — 1.

En commengant par dériver deux fois (2 — 1)"*!, établir que pour tout n > 1 :

P ,=0C@n+1)P,+P,_,

En déduire :

2
1Pl =

2n+1

Exercice 14 fid—=207]
Soit F = (z1,...,x,) une famille de n > 2 vecteurs d’un espace préhilbertien réel.
On suppose

Vi<i#j<n, (z;|z;)<0

Montrer que toute sous famille de n — 1 vecteurs de F est libre.

Mohamed Ait Lhoussain page 4 SPE MP



3 T N\
Exercice 15 (id—208] /

1) Calculer

1
inf {/ t2(Int — at — b)%dt, (a,b) € R2}
0

2) Calculer

1
inf {/ (Int — at — b)%dt, (a,b) € R2}
0

—

. g \
Exercice 16 (id—209] /

Soit A € M,,(R) vérifiant
VX € Mn1(R), [AX] < [1X]|

ol ||.|| désigne la norme euclidienne usuelle sur I'espace des colonnes.

Montrer que :

VX € Mn1(R), [[FAX]| < [IX]].

@ Montrer que :
VX € Mp1(R),AX = X = *AX = X.

Prouver que :

My 1(R) =ker(A—I,) ®Im(A — L,).

—

R N\
Exercice 17 fid—210] /

Soit A € O, (R). On suppose que 1 n’est pas valeur propre de A.

Etudier la convergence de

1

lorsque p — +o0.

La suite (AP),en est-elle convergente ?

Exercice 18

Soit E = R* muni de son produit scalaire canonique et on note & = (ey, ez, e3,e4) la base
canonique de E. On considére le sous-espace vectoriel F' de E défini par le systéme d’équations :

z+y+z+t=0
T—y+z—-1t=0

Donner une base orthonormée de F et F+.

On note pg la projection orthogonale de E sur F. Donner la matrice de pr relativement
aA.
Calculer d(a, F') ou a = (2,3,2,3)

—
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R N\
Exercice 19 fid—212] /

Soit E = M,,(R) V'espace vectoriel des matrices réelles carrées d’ordre n. Pour tout X,Y € E,
on note (X,Y) = tr(*XY).

Démontrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sur F.
Déterminer (D,,(R))*%, ot D, (R) est 'ensemble des matrices diagonales de E.

—

Exercice 20 [id=213]

Soit E = C°([0,1],R) Iespace vectoriel des fonctions continues de [0,1] vers R. Pour tout

f,g € E, on note (f,g) = fol f(®)g(t)dt. Soit F' le sous-espace vectoriel de E constitué des
fonctions polynomiales.

Prouver que pour tout h € E, il existe une suite (f,) € FY tel que lilf fn = h dans
n——+0oo

(E, ()
En déduire que F+ = {0}, ou 6 est la fonction nulle de [0, 1] vers R.

Exercice 21

Soit n € N*. On munit M, (R) de son produit scalaire canonique : pour tout 4, B € M, (R),
(A, B) = tr(*AB). On note S,,(R)(resp. A, (R)) le sous-espace vectoriel de M,,(R) constitué des
matrices symétriques(resp. antisymétriques).

Démontrer que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux.
Soit M € M, (R). Calculer d(M,S,,(R)) en fonction de M.

Exemple : Calculer d(M,S,,(R)) pour M = I, + E; 5, puis pour M = J ou J est la
matrice dont tous les coefficients valent 1.

—

: )¢ \
Exercice 22 fid—215] /

Déterminer les matrices de M3(R) a la fois symétriques et orthogonales.

Y D
Exercice 23 fid—216] /

Soit M = € M3(R). Comment choisr (a, b, c) € R3 pour qu’il existe (z,v, z) € R?

o o
N e o

b
x
Y

telle que M soit une matrice orthogonale ?

—
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R N\
Exercice 24 fid—217] /

Pour tout (a,b) € R?, on pose :
®(a,b) = / (sint — (at® + bt))2dt
0

Calculer min ®(a,b).
(a,b)ER2

—

R 2\
Exercice 25 fid—218] /

Soit E un espace euclidien.
Soit f : E — E une application telle que :

{ f(0)=0
V(z,y) € B2, || f(=) — fFW)ll = Iz —yll

Montrer que f est un endomorphisme orthogonal de F.
Soit f : E — E une application telle que :

V(z,y) € B2 || f(z) = fW)ll = [l= -yl
Que peut-on dire de f 7

—

Exercice 26 fid—219]

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique dont toutes les valeurs propres sont positives ou nulles.

Montrer qu’il existe un polynome P € R[X] tel que la matrice P(A) est symétrique a
valeurs propres positives ou nulles et (P(4))? = A.

Trouver P pour n =3 et A =

—_ =N

1 1
2 1
1 2

—

Exercice 27

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique dont toutes les valeurs propres sont positives ou nulles.
M., 1(R) étant muni de son produit scalaire canonique, calculer :

inf  tr((A —tXX)?).
teR
XGMnyl(R)

—
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Exercice 28 (id—221] /

n est un entier naturel non nul, On note :

Z = S Mn,1<R)a
1
+ 1
J=27 ot M=I,—J.
On munit M,,(R) du produit scalaire :
XY € M,(R),(X,Y) = tr(*XY)

et R™ de son produit scalaire canonique, c’est-a-dire, si ¢ = (2;)1<i<n €t ¥y = (¥i)1<i<n sont

deux vecteurs de R™ alors .
i=1

On note 7 ’endomorphisme de R™ canoniquement associé a M.

Démontrer que 7w est une projection orthogonale de l'espace euclidien (R™,(|)), et en
préciser les éléments caractéristiques.

@ On counsidére ’endomorphisme ¢ de M,,(R) défini par
VX e M,(R),®(X) = MXM.

Démontrer que ® est une projection orthogonale de l'espace euclidien (M., (R), (.)).

—

Exercice 29 fid—222] /
Soit
A =(aij)i<i<n € Mn(R)
1<j<n
une matrice tel que
rg (A) =1

Soit
Q= (wij)i<i<n € On(R)
1<55<n

une matrice orthogonale. Démontrer que

A+QeGL,(R) <1+ Zzwi,jai,j # 0.

i=1 j=1

Exercice 30

Soit n € N*. On admet que si pour tout A, B € M,,(R), on pose (A4, B) = tr(*AB) alors il s’agit
d’un produit scalaire sur M, (R). Soit Q € M, (R) et g et ¥q les endomorphsimes de M, (R)
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définis par :
Po(M) = MQ

AK€ M”(R)’{ Vo (M) = QT MQ

Prouver que ®q est un endomorphisme orthogonal de M,,(R) si et seulement si  est
une matrice orthogonale de M,,(R).

Prouver que U, est un endomorphisme orthogonal de M,,(R) si et seulement s'il existe
un scalaire non nul o € R* tel que af? est une matrice orthogonale de M., (R).

—

R . N\
Exercice 31 (id—224] /

FE est un espace euclidien de dimension n avec n > 2 et u est un endomorphisme symétrique
de E, c’est-a-dire que u € S"(FE) ou ./, (F) est 'ensemble des endomorphismes symétriques
de E. On pourra confondre une vecteur x = (;)1<i<n € R™ et la colonne X = (z;)1<i<y des
coordonnées de z relativement & la base canonique de R™. On munit R™ du produit scalaire
canonique qui fait de sa base canonique une base orthonormeée.
On note

o = min(Sp(u)), 8 = max(Sp(u))

Pour tout = € E\{0}, on pose :

Ru(z) = (u(z), ) _ (u(a),2)

(@) [l

Partie I : Quotient de Rayleygh, endomorphisme(resp. ma-
trice) symétrique positif(resp. défini positif)

Soit A € Sp(u) et x € Ex(u). calculer R, (z).

@ Justifier 'existence de « et f3.

@ Justifier existence de deux vecteurs v,w € E tel que ||v]| = |[w|| =1 et u(v) = av et
u(w) = pw.
@ Prouver que :
Ve e E\{0}, a<R,(z)<p

On note S! la sphére unité de E et on considére ’application
p: {0, %} — Rt — p(t) = Ry(cos(t)v + sin(t)w).

@ Démontrer que R, (E\{0}) = R,(S1).

,g] et calculer (0) et (%)

@ En déduire que R, (F\{0}) = [, 8]

Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Vz € E, (u(x),z) > 0.
(2) Sp(u) C Ry.
Désormais si 'une des assertions (1) et (2) est vraie on dit que 'endomorphisme symé-
trique u est positif. On note ., (E) 1'ensemble de tels endomorphismes.

@ Justifier que ¢ est continue sur [0

Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Vz € E\{0}, (u(x),x) > 0.
(2)" Sp(u) C R%.
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Désormais si I'une des assertions (1)’ et (2)" est vraie on dit que 'endomorphisme symé-
trique u est défini positif. On note .#, " (E) I'ensemble de tels endomorphismes. Il est
clair que .7 T(E) C S (E) C Sn(E).
@ Soit A € S, (R), c’est-a-dire que A est symétrique. on dit que A est positive(resp. définie
positive) si VX € M, 1(R),* X AX > 0 (resp. VX € M,, 1(R)\{0},* X AX > 0. ).
@ Vérifier que si A € M, (R) et fa 'endomorphisme canoniquement associé a A alors A
est positive(resp. définie positive) si et seulement si f4 est positif(resp. défini positif).

En déduire une autre caractérisation de A positive(resp. A définie positive) utilisant
le spectre de A.

Partie II : Racine carrée d’une matrice symétrique positive

Soit A € S (R) une matrice symétrique positive. Démontrer qu’il existe une matrice B
symétrique positive tel que B? = A.

Soit A € S (R) une matrice symétrique positive. On suppose que M est une matrice
symétrique positive tel que M? = A. Soient u et v les endomorphismes respectifs cano-
niquement associés a A et M.

@ Justifier que u et v sont symétriques positifs.
@ Montrer que u et v commutent.

@ Soit A\ une valeur propre de u et on note u) I’endomorphisme induit par u sur le
sous-espace propre E)(u). Que peut-on dire de uy 7

@ Justifier que E(u) est stable par v. On note vy l'endomorphisme de Ej(u) induit
par v.

@ Justifier que vy est diagonalisable.
@ Prouver que vy admet une et une seule valeur propre qu’on exprimera en fonction de
A

Déduire de la question précédente que pour toute matrice symétrique positive A de
M, (R), il existe une et une seule matrice symétrique positive B de M, (R) tel que
B? = A. B sera appelée la racine carrée de A.

Partie III : Application : Décomposition polaire

Soit A € GLy,(R).

Démontrer que si A = Q.5 avec {2 une matrice orthogonale et S une matrice symé-
trique alors forcément S est la racine carrée de *AA.

@ Démontrer que si S est la racine carrée de *AA alors S est symétrique définie positive.
On pose alors Q = AS~!. Démontrer que (2 est une matrice orthogonale.

@ Déduire de ce qui précéde que :

VA € GL,(R),3!(2,5) € 0,(R) x STH(R), A=QS

Soit A € M, (R).

@ Justifier Pexistence d’une suite (4,) € (GL,(R))" tel que EIJP A, = A.
D oo

@ Montrer que le groupe orthogonal O,,(R) est un compact de M.,,(R).

@ En déduire qu’il existe une suite convergente (€2j;) de matrices orthogonales tel que
Q = lim Q est une matrice orthogonale et tel que Vk € N, Ay = QxSi ou Si €

k——+o0

ST (R).

Mohamed Ait Lhoussain page 10 SPE MP



@ Démontrer que S, (R) est une partie fermée de S,,(R).

En déduire que pour toute matrice A € M,,(R), il existe Q € O,(R) et S € .7, (R) tel
que A =QS.

Exercice 32

Soit (E, (.)) un espace euclidien de dimension n avec n > 2. Soit « un endomorphisme symétrique
de E. On se propose de donner une démonstration du fait que Sp(u) # (). Pour tout = € E, on

pose g(z) = (u(z), z).
Démontrer que si v1,v9 € E tel que v1 # 0 et Vo € E, x1v; = zlvy alors vy € Ruj.
Justifier que g est continue sur E.

Démontrer que si on note S' la sphére unité de E alors g est bornée sur S! et atteint ses
bornes. On note A = min g(z).
zeS?

Soit wy € S* tel que g(wy) = mgn1 g(z) = \. Soit z € E tel que z # 0 et zLw;. On pose
EAS

wy = rira. Pour tout t € R, on pose o(t) = cos(t)w; + sin(t)ws et f(t) = g(o(t)).

[E
@ Démontrer que f est dérivable sur R.
@ Démontrer que f admet un minimum absolu au point ¢y = 0. Que vaut f/(0)?
@ En déduire que z Lu(wy).

@ Montrer que la famille (w1, u(wy)) est liée et en déduire que Sp(u) est non vide.

—

. o ™
Exercice 33 fid—22] /

On pose E = €1([0;1],R) et

Vi,g € B, (f,g) = / F(H)g(t)dt + / F(6)g (t)dt

(a) Montrer que (- - ,-) définit un produit scalaire sur E.

(b) Onpose V={feE|f(0)=f(1)=0} et W={fecE]|fest€*et f'= f} Montrer
que V et W sont supplémentaires et orthogonaux. Exprimer la projection orthogonale sur W.

(c) Soient a, 5 € R et
Eop={f€E|f(0)=aet f(1) =5}

Calculer

1
. 2 ! 2
inf /0 (F@®)2 + f'(t)?) dt

fE€EEL

—
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Exercice 34

n désigne un entier naturel. Pour tous P,Q € R,,[X], on pose :
(P.Q) = / P

Montrer qu'’il s’agit d’un produit scalaire sur R,,[X]
Calculer (X* X*), pour tout k,¢ € [0, n].

On suppose dans cette question que n = 3. Vérifier que £ = (1, X, X2, X3) n’est pas
orthonormée et trouver par le procédé de Schmidt une base orthonormée & de R3[X].

On suppose toujours que n = 3 et soit F' = Vect(X + 1,—3X + 2). Determiner F*, le
supplémentaire orthogonal de F' dans R3[X].

—

. 2
Exercice 35 fid—228] /

Soit n € N* et A € S,,(R) telle que A2 = A. Démontrer que l'on a les inégalités suivantes :

0<22a”§n

=il =

z Z |a; 5] < ny/rg (A).

i=1j=

Z Z |a”|<n%

=1 ]_

—

Exercice 36 fid—229]

Soit E un espace euclidien de dimension n avec n € N* et on considére deux bases orthonormées
B = (b,.. < n) et € = (c1,...,¢n) de E et un endomorphisme u € L£(E). Démontrer que le

réel a,, = Z Z (u(b;), c;)? est indépendant des bases orthonormées % et ¢
1=1j=

—

Exercice 37

[id=230]

Soit n € N*. Démontrer que pour toute matrice symétrique positive S de M,,(R), on a I'inéga-
lité :

14 Y/det(S) < %/det(I, + S)

. P N\
Exercice 38 fid—360] /

Soit (E,(,)) un espace préhilbertien réel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer
que :

1|Si FcCQ@G alors G- c FL.
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(@@ = 7 [EE-
(FNGQ)t =F+ 4+ Gt

F C (F1)L. Montrer que c’est une égalité si E est de dimension finie et donner un
exemple ou l'inclusion est stricte.

—

Exercice 39 fid—a62]

On munit F = #3(R) muni du produit scalaire usuel.
Déterminer l'orthogonal de «73(R).

Calculer la distance de la matrice M = au sous-espace vectoriel des ma-

e e 9
O O =
O = O

trices antisymétriques.

—

Exercice 40

Soit A € A, (R).

Justifier qu’il existe Q2 € O, (R) vérifiant tr(AQ) > tr(AU) pour toute matrice U €
0, (R).

Montrer que la matrice S = AQ est alors symétrique & valeurs propres positives. On
pourra commencer par étudier le cas n = 2.

—

. ~
Exercice 41 fid—495]
Soit n dans N*, a = (ay,--- ,a,) dans R", et
al ag as et Qp
as a9 as e Qp
M(a) = az a3 asz - Gp
An Gp Gn -+ Gy

On dit qu'une matrice symétrique réelle d’ordre n est :
— positive si VX € M,, 1(R),’XAX >0
— définie-positive si : VX # 0 € M, 1(R),' XAX >0
Dans les questions 1)a) et 1)b) on étudie le rang deM (a)

Question 1.a
On suppose a; # a;41 pour tout 4 € [1,...,n — 1]. Montrer que M (a) est inversible.

Question 1.b Dans le cas général, donner une méthode donnant rg(M(a) en fonction de
(a/lv o 7an>

Dans les questions 2)a) a 2)d), on étudie le caractére positif de la matrice symétrique M (a)

Question 2.a
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Montrer que si M (a) est positive alors a; > 0 pour tout ¢ de {1,--- ,n}. Montrer que la matrice
a; Qi+1

est positive pour tout ¢ de {1,--- ,n —1}
Qi+1 Qi1

Question 2.b
En déduire que si M (a) est positive alors :

a1 >az>-->a, >0
Question 2.c
Etablir la réciproque par récurrence, avec J € M,,(R) de coefficients tous égaux a 1 .

Question 2.d
A quelles conditions la matrice M (a) est-elle symétrique définie positive ?

—

Exercice 42

n est un entier naturel non nul et S, (R) ’espace vectoriel des matrices symétriques de M,,(R).
Démontrer que si A € S,,(R) vérifie (AX, X) = 0 pour tout X € R™ alors A = 0.
Soit A = {M € M, (R)/(MX,X)=0,VX € R"}.
@ Montrer que A est un sous-espace vectoriel de M, (R).
@ Determiner dim(A).

—
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