Chapitre 12 : Probabilités

Exercice 1

Soient T une tribu sur un ensemble Q et Q' une partie de .

Veérifier que 7' = {ANQ'/A € T} définit une tribu sur .

. ™
Exercice 2 lid—345] /

Soit © un ensemble. On introduit
T ={A C Q/A ou A° est au plus dénombrable}

Vérifier que T est une tribu sur €.

Justifier que T est la plus petite tribu (au sens de l'inclusion) contenant les singletons
{w} pour w parcourant §2.

Veérifier que si € est au plus dénombrable alors T = £(Q)

—

Exercice 3

Soit (€', 7T") un espace probabilisable et ) un ensemble quelconque et soit f : Q@ — Q' une
application. Démontrer que :

T ={f'(4)/AeT}
est une tribu de €.

—

Exercice 4 lid—354]

Soient Q et ' deux ensembles et f : Q — Q' une application. Démontrer que :
T={AeP@)/A=f1(f(4)}
est une tribu de €.

—

Exercice 5

Soit Q = Z et pour tout k € Z, on note Sy, = {k,k + 1,k + 2}. Soit T la tribu engendrée par
lensemble o = {S)/k € Z}. Expliciter T.
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R ) N\
Exercice 6 lid=669] /

Soit © un ensemble non vide. Pour tout n € N*, on note &, = {A C Q/card(A) = n} et on
note .4, = T (%), la tribu engendré par 2,,.

Montrer que €2 est infini alors Vn € N*, #,, = 4.

On suppose que € est fini et que card(2) = N avec N € N et N > 2. Montrer que
Vn € [[I,N— 1],%71 = ..

On note 4y = {A C /A ou A€ est au plus dénombrable }. Montrer que .#; = .#j.
Montrer que € est au plus dénombrable si et seulement si .#; = Z(Q).
Donner un exemple d’existence d'une tribu 7 de Q tel que 4 C T C Z(Q).

@ On suppose que ) est non dénombrable et on considére P : .#; — Ry; A — P(A) =
{ 0 si A est au plus dénombrable

1 s A° est au plus dénombrable ° Démontrer que P est une probabilité sur (Q, 7).

—

.o ™
Exercice 7 fid—670] /

Soit 2 un ensemble fini et 7 une tribu sur 2. Pour tout w € €2, on pose :

L,={XeT/weX} et Aw=[)X
Xel,

Démontrer que Vw € Q, A(w) # 0 et A(w) € T.

Démontrer que Vz,y € Q,A(z) = A(y) ou A(z) NA(y) = 0.

Prouver qu'il existe s € N* et une famille (wy)1<r<s € Q° tel que 'ensemble
P = {A(wk)/k € [1, ]}

est une partition de €.
Démontrer que T = .7 (B), c’est-a-dire la tribu engendrée par B.

En déduire que 7 = 25.

@ Soit

et

Q={1,2,3,4,5,6}

A = {{17 2}7 {17 3}}
Donner en extension la tribu engendrée par <.
Soit n € N* tel que n > 2, et

Q=[1,2n] ={1,2,...,2n}.
On considére la partie o7 de Z2(Q2) définie par
o = {{1,k}/k € [2,n]}

et soit T la tribu engendrée par «/. Déterminer card(¥).

—
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R N\
Exercice 8 lid=346] /

Soit (€2, T,P) un espace probabilisé.

Démontrer que pour toute famille (A4, ),en d’événements deux & deux disjoints, on a

lim P(A,)=0

n—-+oo

Démontrer que toute famille (A4, ),ecny d’événements, si :

Vn e N,P(4,) =1

]P’(nDNAn> =1

Soit P une probabilité sur (N, p(N)).Montrer que :

alors

lim P({n})=0

n—-+oo

—

R N\
Exercice 9 [id=347] /

Soit (€2, T,P) un espace probabilisé et A et B deux événements non négligeables. Démontrer
que :
P(A|B) > P(A) < P(B|A) > P(B)

R N\
Exercice 10 (id—348] /

Soit (ay)nen une suite strictement décroissante de réels positifs de limite nulle. Pour tout n € N,
on note :
A, ={k e N/k > n} = [n,+o0[.

Déterminer A € R tel qu’il existe une probabilité P sur (N, p(N)) vérifiant

Vn e N,P(4,) = Aa,

—

R N\
Exercice 11 (id—349] /

Soit (€2, T, P) un espace probabilisé. Pour A, B € T, on pose
d(A,B) = P(AAB)
avec AAB la différence symétrique de A et B définie par
AAB = (AUB)\(ANB)

Vérifier
En déduire

d(A,C) < d(A, B) + d(B, C)

|P(4) — P(B)| < P(AAB)

—
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Exercice 12 (id—350] /

Soit (€2, 7,P) un espace probabilisé et (A, ),en une suite d’événements mutuellement indépen-
dants.

Démontrer que
+oo n
p(Jar) =1- i, TTpea)
n=0 k=0

On suppose P(4,,) # 1 pour tout n € N. Démontrer que les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) P (:L_jZAn) _ 1

(i) Y In(P(A,°)) diverge.
(iii) S P(A,) diverge.

Exercice 13

Un étudiant doit répondre a une question & choix multiple ott 5 réponses sont proposées, une
seule étant correcte. On introduit les événements :

B : « La réponse fournie par ’étudiant est correcte. »

C : « L’étudiant ignore la bonne réponse et répond en en choisissant une au hasard. »

Soit A ’événement contraire de C. L’épreuve associée a cette situation est modélisée par un
espace probabilisé (2, 7,P) et on note x = P(A).

Calculer en fonction de x la probabilité conditionnelle : P(A/B).

—

Exercice 14

Le roi Noble, lion, décide d’inviter tous les mois ses sujets Ysengrin, Tibert et Renart, & un grand
banquet ; ils peuvent manger tant qu’ils veulent, mais I’étiquette exige qu’ils n’emportent rien
chez eux. Tibert et Ysengrin ont chacun une probabilité p de chaparder un peu de nourriture a
un banquet, indépendamment des autres fois et des autres convives. Renart, qui est plus fourbe
que les autres, chapardera quant a lui avec une probabilité p’ > p.

Noble fait discrétement surveiller le banquet par ses gardes (qui sont efficaces et repérent tou-
jours un voleur quand il agit).

Les gardes choisissent de se concentrer sur un seul des trois convives au hasard. Quelle
est la probabilité ¢ qu’ils observent un vol ?

Les gardes annoncent discrétement & Noble qu’ils ont surpris un voleur; quelles est la
probabilité que ce soit Renart ?

Noble décide de ne rien dire pour cette fois, et d’attendre le banquet suivant; il re-
commande aux gardes de surveiller le méme convive. Quelle est la probabilité ¢’ qu’ils
observent un vol ? Comparer ¢’ & ¢ & l’aide d’une application numérique ot p = 0.1 et

p' =0.8.

—
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Exercice 15 fid—361] /

On dispose de N urnes numérotées de 1 & N. L’urne k contient k& boules blanches et N —k boules
noires. On choisit une urne au hasard, et, sans connaitre son numéro, on en tire un nombre n
fois de suite une boule, avec remise aprés chaque tirage.

Quelle est la probabilité que le tirage suivant donne encore une boule blanche, sachant
qu’au cours des n premiers tirages, seules des boules blanches on été tirée ?

@ Calculer la limite de cette probabilité lorsque N tends vers 'infini.

—

. > \
Exercice 16 lid=366] /

Sur un espace probabilisé (€2, 7, P), on considére une suite (X,,)n>1 de variables aléatoires réelles
indépendantes et suivant toutes la loi uniforme sur 'intervalle [0, 1].

Déterminer une densité de la variable aléatoire Y3, = max(Xy, ..., Xx), pour tout k € N*.
Déterminer une densité de la variable aléatoire Z, = —Y}.
En déduire, pour tout n € N tel que n > 2, la probabilité :

P(X, > max(Xy,...,X,))

Exercice 17

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes définies sur le méme espace pro-
babilisé (2, 7,P) et suivant respectivement B (n, i) et B (n, %) Pour tout w € Q, on pose :

Calculer la probabilité que A(w) soit diagonalisable.
Calculer la probabilité que A(w) soit inversible.

—

R N\
Exercice 18 (id—385] /

Soit (£2,7,P) un espace probabilisé¢ et soit X : £ — R une variable aléatoire réelle
vérifiant X (Q) C N
@ Montrer que, pour tout n € N* :

ikl@(x = k) = ni:P(X > k) — nP(X > n)
k=0 k=0

@ On suppose que la variable aléatoire X admet une espérance notée E(X) Montrer

que, pour tout n € N,;0 < nP(X > n) < ;:OZH kP(X = k) En déduire que la série
de terme général P(X > n) converge et que :

io P(X > n) = E(X)
n=0
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@ On suppose que la série de terme général P(X > n ) converge. Montrer que la série
de terme général kP(X = k) converge et que X admet une espérance.

@ Enoncer le théoréme qui vient d’étre établi.

Un horticulteur plante n oignons de narcisse dans un jardin (avec n € N* ). Chaque oignon

est susceptible de fleurir au printemps et ne donne une fleur qu’avec la probabilité p; de
plus, s’il donne une fleur une année, il refleurit de maniére certaine les années suivantes
mais s’il n’en donne pas, cela n’influe en rien sur ce qui est susceptible de se passer les
années suivantes.
Pour j € {1,2,...,n}, on note X, le nombre aléatoire d’années nécessaires au narcisse
numéro j pour produire une premiére fleur. On suppose que X7, X5, ..., X, sont des
variables aléatoires et qu’elles sont mutuellement indépendantes. On note X le nombre
aléatoire d’années au bout duquel le jardin sera, pour la premiére fois, fleuri des n nar-
cisses.

@ Exprimer X en fonction de X, Xo, ..., X,,, et calculer, pour tout k € N P(X > k)

En déduire que X admet une espérance et exprimer cette espérance comme somme
d’une série.
Déterminer un équivalent simple de E(X) lorsque n tend vers +oo. On utilisera des

intégrales bien choisies de la fonction x — 1 — (1 — (1 — p)®)" ainsi que le changement
In(1—¢)
In(1-p)

—

de variable x =

. N\
Exercice 19 lia—3s] /

On se fixe un réel s > 1 et on considére l'espace probabilisé (Q, Z(Q2),P) ou O = N* et P est
définie par :

Yn e Q, P{n}) = ROLG

¢ désignant la fonction de Riemann :

+o0o
(o)=Y =

ns
n=1

Pour n € N*, on désigne par A,, ’événement : « p est multiple de n ».

1. Justifier que P est bien une probabilité et calculer P (A,) pour tout n € N*.

2. Montrer que si & est I’ensemble des nombres premiers, les événements A4,, p € & sont
indépendants.

3. En déduire que

pn - I (1-5) v o= 1] (1—1)_1

peEP peP

Exercice 20

Dans cet exercice, {2 désigne un ensemble fini non vide, P(Q2) 'ensemble des parties de Q et
(©,P(2), P) un espace probabilisé.

On note F l’ensemble des applications de © dans R. Si X € F, on note F(X) I'espérance de la
variable aléatoire X.
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Si A est une partie de €2, on note 14 la fonction caractéristique de A, c’est-a-dire I'application
définie pour tout w € €2 par :
1 siweA
la(w) = {

0 sinon

1. Soit A C €. Calculer E (14).
2. Montrer que l'application ¢ définie sur F x F par :

v: (X,)Y)— E(XY)

est un produit scalaire sur F si et seulement si pour tout w € Q, P({w}) > 0. Dans la suite de

I’exercice, on supposera que P vérifie cette propriété et F sera muni de ce produit scalaire.
3. Soit X € F une variable aléatoire non constante. On note G le sous-espace vectoriel de F
engendré par X et la variable aléatoire constante égale a 1 , soit G = Vect (X, 1g). Soit Y € F.
a) Déterminer les réels ag et by pour lesquels Y — agX — by est orthogonal a tout élément de G.
b) En déduire 'expression de la projection orthogonale de Y sur G qu’on notera pg(Y).
¢) Comparer E (pg(Y)) et E(Y).
d) On suppose que X = 14, avec A partie de © non vide et distincte de 2. Montrer que pour
tout B C ) :

pe (1) = P(B/A)14+ P(B/A)1x

ou P(U/V) désigne la probabilité conditionnelle de 1’événement U, sachant que ’événement V'
est réalisé.

—

. 2
Exercice 21 fid—388] /

Soit n un entier naturel non nul. Tous les tableaux envisagés (type tab) sont des permutations
de lintervalle [1,n] d’entiers.

Ecire en Python une fonction qui associe a toute permutation o de [1,n] le nombre de ses
points fixes. On considére cette fonction comme une variable aléatoire T, sur l'univers
Sy, des permutations de [1,n] muni de I’équiprobabilité.

Pour 1 < ¢ < n, on note X; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si (a[i] = i) est
réalisé et la valeur O sinon.
Quelle est la loi de X;? Pour ¢ # j, les variables X; et X; sont-elles indépendantes ?
Calculer Cov (X;, X;).

@ Exprimer T,, a ’aide des variables X; et en déduire ’espérance et la variance de T,.

@ Calculer P (T, =n),P (T, =n—1) et P(T,, =n —2).

@ Exprimer (T,, # 0) a 'aide des événements (X; = 1) et en déduire une expression de
P (T, = 0) sous forme d’une somme. Donner un équivalent de P (T,, = 0) lorsque n
tend vers I'infini.

Montrer que pour 1 < k < n—2,P (T, =k) = 5P (T, =0), et en déduire la loi
de T,.
n—=k

@ En déduire > > (é:Bf'v
k=1 j=0 7

—
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R N\
Exercice 22 (id—389] /

Soit p € N* et s = (s1,...,5,) € {0,1}F. Soit (X,,),, une suite de variables aléatoires indé-
pendantes suivant la méme loi de Bernoulli de paramétre « €]0, 1], définies sur un méme espace
probabilisé (€2, .4, P). On pose pour n € N :

B, = {w € O/ Xnpr1(w) = 51, Xnpra2(w) = 52,. .., X(ny1)pw) = sp}

Si F est un événement, on désignera par E¢ son complémentaire dans 1'univers Q.

1. Justifier l'assertion : w € (\—,(U;2, Bi) = s apparait une infinité de fois dans
(X1(w),..., Xn(w),...)

2. Montrer que la suite (By),,-, est formée d’événements mutuellement indépendants.

3. Déterminer 'événement (=, (Urey, Bi))"-

4. Montrer que pour tout entier naturel k, on a : P ((;2, Bf) = 0.

5. En déduire que P (N, (Usox Bi)) =1 et interpréter ce résultat.

—

. e N\
Exercice 23 fid—391] /

Pour tout entier n de N*, on considére Y7,Y5,...,Y,,,n variables aléatoires indépendantes, dé-
finies sur un espace probabilisé (2, .4, P) suivant toutes la loi de Poisson de paramétre %, avec
A > 0.

n
1. Déterminer la loi de la variable aléatoire S,, = > Y;.
i=1

2. Soit f la fonction définie sur [0,1] par : f(z) = 1 — (1 — z)e®. Montrer que pour tout x de
[0,1],ona:0< f(z) <1

3. Pour tout entier n > A et pour tout ¢ de [1,n], on note U; une variable aléatoire indépendante
de Y; et suivant la loi de Bernoulli de paramétre f (2). Pour tout i de [1,n], soit X; la variable
aléatoire définie par :

X; =

1 sinon

V SiY,=U; =0

Déterminer la loi de Xj. ,
4. Montrer que pour tout i de [1,n], on a: P(X; # Y;) < 25.
5. En déduire lim,_, ;o P (N, [X; = Yi]).

—

. ¢ \
Exercice 24 (id—392] /

Soit (Xp,),~; une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et définies sur le méme
espace probabilisé (2,.4,P). On suppose que, pour chaque n € N*, la variable Y;, = % suit
la loi de Bernoulli de paramétre p, ( avec p, €]0,1[). Pour tout entier n > 1, on définit la
variable aléatoire S, par : S, = > ;_; Xp.

1. Quelle est la loi de X, 7

2. Peut-on appliquer la loi faible des grands nombres a la suite de variables aléatoires (X,),,~; 7
3. Calculer I'espérance et la variance de la variable aléatoire .S,,. B

4. Montrer que 0 < pr (1 —pg) < i pour tout k > 1. En déduire que la variance V (S,,) est
majorée par n.

5. Soit € > 0, montrer que ]P’(

en conclure ?
6. Dans cette question, on suppose que, pour tout n € N*,p,, =1 — 2,1% Soit L un entier fixé.
On introduit ’événement Ay, qui est égal a ’ensemble des w € §2 pour lesquels la suite (S, (w))

E(Sn)

Sn
n n

> 5) < H%Q Soneipe (L—pg) < %ﬂ Que peut-on
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contient une infinité de termes qui se trouvent dans le segment [—L, L].

a) Etudier la suite (M> . En déduire V'existence d'un entier N > 2L tel que pour tout
n>1

n
n}Nona:‘%—l‘gi.

Sn _ E(Sn)

n n

b) Montrer que pour n > N on a [|Z= —1| > 1] C [
(% 1> ) < &

n
¢) Soit n > N, prouver que

> ﬂ En déduire que

S, 1
_1122} et que Az C [ J [ISk] < L]

[Sa] < I] C [
n
k>n

d) Etablir que pour tout n > N, on a P(Ar) < 16 E;:ﬁ 2z- (On pourra utiliser sans dé-
monstration le fait que P(Ey U---UE,,) < >, P(E)) pour tout m-uplet d’événements
(E1,...,E,).) En déduire la valeur de P (Ayp).

—

R N\
Exercice 25 (id—535] /

Soit (€2,.4, P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire définie sur cet espace, discréte
a valeurs strictement positives qui admet une espérance et une variance. L'image de X est notée
X(Q)={x1,...,zpn,.. .}
Soit A € A. On note 14 la variable aléatoire qui vaut 1 si w € A et 0 sinon.
@ Pour tout z,, € X(Q), comparer P (14 x X = x,) et P (X = z,).

@ Montrer que la variable aléatoire 14 X X admet une espérance.

On pose désormais : Px(A) = %

Dans cette question seulement, on suppose que X suit la loi de Poisson de paramétre
A > 0. Soit 'événement A = (X € 2N). Calculer P(A) et Px(A).

Soit (Ay),cy une suite d’événements incompatibles. Pour tout n € N, on pose B,, =
oo
U A;.
=n

@ Pour tout n € N, montrer que : (E (1p, x X))* < E (X2) 3 P(A).

=n

@ En déduire que Py est une probabilité sur (9, .A).

—

. '
Exercice 26 fid—681] /

Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, 7, P) tel que X (Q2) = N. On dit que
X est sans mémoire si pour tout n,m € N, on

Pix=n)(X > n+m)=P(X >m).
On pose P(X =0) =p et ¢ =1 — p et on suppose de plus que l'on a la condition :
() VneN,P(X >n)>0.
Montrer que P(X > 1) = ¢q. En déduire que 0 < ¢ < 1.
Montrer que Vn,m € NNP(X >n+m) =P(X > n)P(X > m).
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On cosidére la suite réelle (u,,) définie par u, = P(X > n), pour tout n € N.
@ Montrer que (u,,) est une suite géométrique et préciser sa raison et son premier terme.
@ Donner u,, en fonction de g et n, pour tout n € N.
@ Montrer que Vn € NP(X =n) =P(X >n) —P(X >n+1).
@ En déduire que Vn € NJP(X = n) = pg".
@ En déduire que 0 < g < 1.
Donner la loi de la variable aléatoire Y = X + 1.

Démontrer qu’une variable aléatoire X sur (2, 7, P) tel que X (2) = N est sans mémoire
si et seulement si la variable aléatoire Y = X + 1 suit une loi géométrique de paramétre
& préciser.

—

: o )
Exercice 27 fid—684] /

On suppose que X1, Xo, ..., X, sont des variables aléatoires définies sur le méme espace proba-
bilisé, indépendantes et toutes de loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1[. On définit les matrices
aléatoires :
¥ X2 X1 Xy XiXy oo o XiX,
X1 XX X2 OXoXh oo o XoX,
2 KOG MG A aee coo GG
U=| : et M=UxU" = . : e :
X, : : : ° :2
XX XoXe X, X3 oo oo X7

On pose Y = rg(M). Montrer que la variable aléatoire Y suit une loi de Bernoulli de
parametre 1 — (1 — p)"

Reconnaitre la loi de la variable aléatoire Tr(M).

Veérifier que M? = Tr(M)M et en déduire la probabilité de 'événement : « M est une
matrice de projection.»

—

. P N\
Exercice 28 fid—685] /

Soit (2, T, P) un espace probabilisé et A et B deux parties de 2 non vides et distinctes. Expliciter
la tribu engendrée par {A, B}

‘ N\
Exercice 29 lia=362] /

Calculer lintégrale .J,, = fol 2™(1 — z)"dz, avec n € N.

Soit p € N*. On dispose de p urnes numérotées de 1 & p. Pour 1 < k < p, 'urne numéro
k contient k boules noires et p — k boules blanches. On choisit au hasard une urne puis
on y effectue des tirages avec remise. On note A, , I’événement : « Aprés 2n tirages, on
a obtenu n boules noires.»
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Calculer P(A,, ;).

3 lculer lim P(4, ;).
Cacuerp_iriloo (Anp)

. - N\
Exercice 30 lia=365] /

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, 7, P) suivant la loi exponentielle
de paramétre 1. On pose Y = In(eX — 1).

Déterminer la fonction de répartition de Y et une densité de Y.

[2] Calculer E(Y).
—

CR ~
Exercice 31 fid—390] /

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur un espace probabilisé (92, .4,P). Soit h
une fonction réelle positive et croissante sur R. Montrer que pour tout réel a :

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées sui-
vant la loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1] (on a donc P(X = 1) = p.) Pour tout n de
N*, on pose :

Déterminer la limite en probabilité de la suite (Yn)

Soit a tel que p < a < 1.
@ Montrer que pour tout réel A > 0 :

P (K. > ) < (B (M) e

@ En déduire que P (X, > a) < e~ (@) o pour tout  €]0,1[, on a posé :

hy(z) = zIn (2) +(1-2)n G_ﬁ) .

Soit a tel que 0 < a < p. Déduire de ce qui précéde une majoration de P(X,,) < a).

—

Y |
Exercice 32 lia=351] /

On lance une infinité de fois une piéce de monnaie non triquée, les lancers étant mutuellement
indépendants. Pour tout n € N tel que n > 2, on introduit les événements :

A, : « On obtient deux piles consécutifs lors des n premiers lancers »

B,, : « On obtient le premier couple de piles consécutifs aux rangs n — 1 et n. »

L’épreuve étant modélisée par un espace probabilisé (Q,7,P), pour tout n € N* on pose
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pn =P(B,) et p1 =0.
Calculer py pour tout k € {2,3,4}.
Montrer que pour tout n > 2, on a :

n 1 n
P(An) =) Pk et pis= 3 (1 - Zm)
k=0 k=1

En déduire une relation entre p,, pn+2 €t py13, pour tout n > 1.
Exprimer p,, en fonction de n pour tout n € N.

Exercice 33

Soit n € N tel que n > 2 et p €]0, 1[. Une personne a oublié son parapluie dans un immeuble n
niveaux avec une probabilité p. Les niveaux ont la méme probabilité de contenir le parapluie.
Il cherche aux n — 1 premier niveaux et il ne trouve pas le parapluie. Quelle est la probabilité
qu’il le trouve au dernier niveau ?

Exercice 34

Soit (€2, T, P) un espace probabilisé. Démontrer que pour tout n € N* et toute famille (Ax)1<k<n

d’événements, on a :
P (ﬂ Ak> > <ZIP(Ak)> —n+1
k=1 k=1
—

Exercice 35

Soit (2, 7,P) un espace probabilisé. Pour toute famille (A,,),cn d’événements, on note :

md, = (| [J 4 et lmd, =[] ) 4«

neNk>n neNk>n

Determiner limA,, et limA,, dans les cas suivants :

@ A, =] — oo, n]
@ A, =[-n,n]
@ A, =[n,n+1]

A si n=2k . .
@ A, = { B n—ok+1 avec A et B deux événements donnés.

si

_ 1 1
(o) An= {—m’ m}
Donner une interpretation concréte de la réalisation des événements respectifs : imA,,
et limA,,.
Montrer que limA,, C limA,,.
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Démontrer les inégalités :

P(limA,) < lim inf P(4,)
n—-+oo p>n
lim supP(4,) <P(limA4,,)
p>n

n—+00 ,>

Donner un exemple ol ces inégalités sont strictes.

—

R , N\
Exercice 36 fid—363] /

Soit (X;);en+ une famille de variables aléatoires indépendantes. On suppose qu’elle sont méme
loi P(X; =1) =pet P(X; =2) =1—p ou p est un réel tel que p € [0,1]. Pour tout n € N* et
tout k € N*, on pose S, =Y., X; et Y}, = inf{j € N*/S; > k}

Montrer V'existence de Y. Ecrire une fonction Python Yy (k, p).

Ecrire une fonction mk(p) donnant une valeur approchée de my = E(Y}). Tracer les
points (k,my) pour 1 < k <100 et p € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}.

Montrer que P(Yy =n) = pP(Yi—1 =n—1)+ (1 —p)P(Yi—2 =n —1).
Montrer que E(Yy) = pE(Yi—1) + (1 — p)E(Yi—2) + 1.
Montrer que E(Y}) ~ kC), quand k — +o00, avec C, fonction de p.

—

. o N
Exercice 37 fid—364] /

Une urne contient N boules numérotées de 1 & N. On tire, au hasard et sans remise, n boules de
I'urne. On note X; la variable aléatoire associe au numéro de la boule obtenue au tirage numéro
i, ceci pour 7 € [1,n].

1.a. Déterminer la loi de la variable aléatoire X;. Préciser son espérance et sa variance.

1.b. Déterminer la loi du n—uplet (Xy,..., X,).

A Tissue du tirage numéro n, les numéros obtenus sont classés par ordre croissant. On note Y
la variable aléatoire associée au j—iéme numéro, classé par ordre croissant, obtenu parmi les n
numéros. Ainsi Y7 est la variable aléatoire min(Xy, ..., X,,), Y5 est le nombre aléatoire venant
juste apreés Y7, par ordre croissant, etc. et Y,, est la variable aléatoire max(Xy, ..., X,).

2.a. Déterminer la loi du n—uplet (Y7,...,Y,).

2.b. Déterminer la loi de Yj, pour j € [1,n].

2.c. Déterminer la loi du couple (Y;,Y%) pour 1 <i < j <mn.

On conserve les notations précédentes, en se restreignant au cas n = 3.

3.a. Préciser la loi du couple (Y7, Y3). En déduire la loi de D = Y3 — Y;. Calculer l'espérance de
D.

3.b. Déterminer la loi de Y2. Que peut-on remarquer

—

. P 2\
Exercice 38 fid—367] /

Soient a et b deux nombres réels posotifs distincts. On considére X et Y deux variables aléatoires
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indépendantes suivant des lois de Pareto de densités respectives f, et f, définies par :

at® ! i t>1 b=l s t>1
f“(t)_{o st t<1 ’ fb(t)_{o si <1

Reconnaitre les lois respectives des variables aléatoires In(X) et In(Y).
En déduire la loi de la vriable aléatoire Z = XY

Exercice 39

Soit (X )ken+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de Bernoulli
de paramétre p avec p €]0, 1] et définies sur le méme espace probabilisé (2, 7,P). Pour tout
k € N* on pose : Yy = X Xg41-

Donner la loi de Y3, ainsi que 'espérance et la variance de Y.

Soient 7 et j deux entiers naturels distincts. Discuter, suivant les valeurs de i et de j, de
I'indépendance de Y; et de Y;.

On pose, pour tout n € N*, Z,, = % Montrer que :

. 2 > _
V5>O,n£I£wP(|Zn pil>e)=0

—

' 7 N
Exercice 40 [id=369] /

Soit X une variables aléatoire réelle & densité, de loi uniforme sur lintervalle ]0,1], et b un
nombre réel strictement positif.

On pose Y = —bln(X). Déterminer une densité de Y, ainsi que son espérance et sa
variance.
Soient Y7 et Y5 deux variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi que Y. On
poseUzH—FYz,V:%,S:ln(V) et W =

@ Déterminer une densité de U.

L1
1+V:

@ Déterminer une densité de S( on déterminera au préalable une densité de T =
~In(Ya),
En déduire une densité de V', puis une densité de la variables aléatoire W. Préciser
I’espérance et la variance de W.
En exprimant W en fonction de Y7 et de Y3, montrer que la valeur de I'espérance de
W était prévisible.

@ Calculer E(UW) — E(U)E(W). Quelle remarque peut-on faire ?

—

R N\
Exercice 41 (id—370] /

A. Soit k un entier naturel strictement positif. On considére une suite (2, )n>0, de nombres
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réels appartenant au segment [0, k[. On pose pour tout n entier strictement positif :
n
Sn:Z$j, rn:f(sn)zsn_l_snj
j=1

ol |z] représente la partie entiére de x.

Montrer que la suite (r,,) est bornée.

Montrer que 1,11 = f(f($n) + Zn+1), pour tout n € N*.

B. Soient X; et X5 deux variables aléatoires réelles continues indépendantes, définies sur le
méme espace probabilisé (€2, 7,P) et toutes deux de loi uniforme sur l'intervalle [0, k.

Déterminer une densité de la variable aléatoire Sy, définie par Sy = X7 + Xo.
On définit la variable aléatoire Ry par : Ry = So — |S3]. Déterminer la fonction de

répartition de Ry en fonction de celle de S et en déduire une densité de Ry dans les cas
k=1 puis k = 2.

Soient (X, )nen+, une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur (2, T, P),
toutes de loi uniforme sur l'intervalle [0, 1[. On définit pour tout n > 0 :

Sp=> X, et Ry=S5,— |5,
k=1

Déterminer la loi de R, (on pourra utiliser les résultats de la question A.2 et un raison-
nement par récurrence).

—

S \
Exercice 42 lia=371] /

On considére une fonction f de classe C? de [0, 1] dans R telle que f(0) = 0, f’(0) = X avec
A €]0, 1] et pour tout z €]0,1[, f'(z) > 0 et f’(z) <O0.

@ Montrer que pour tout z €]0,1], on a f(z) < Ax.

@ On prends zo €]0,1] et pour tout n € N, on définit par récurrence z,+1 = f(zy).
Montrer que la suite (x,,) est décroissante et converge vers 0.

On considére des variables aléatoires indépendantes de Bernoulli (X, )pen+ de paramétre
T,, c’est-a-dire que la probabilité de succés la n-éme fois, ce qui corresponds & X,, = 1
est x,,.

@ Quelle est la probabilité p,, d’obtenir n échecs aux n premiéres épreuves ?

Montrer que la suite (p,,) est décroissante et converge. On note ¢ sa limite ; Comment
interpréter la propriété ¢ =07
@ Montrer que ¢ = 0 si et seulement si la série de terme général x,, diverge.

On pose f(z) = 12
@ La fonction f vérifie-t-elle les hypothéses du 1) ?

@ Calculer x—lﬂ — 9% ; En déduire un équivalent de z,, quand n tends vers +oco

—
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R N\
Exercice 43 (id—373] /

On note VP(A,0) la loi de Pareto de parameétres A > 0 et § > 0 qui est la loi d’une variable
aléatoire continue a densité de densité f définie par :

Un phénomeéne économique suit une loi VP (A, ), 6 étant un paramétre connu et A un parameétre
que l’on veut estimer. On dispose pour cela d’un échantillon (X7, ..., X,,) de variables aléatoires
indépendantes suivant cette loi. On pose :

n X, R
T = 1 i =
;n<9> o A

Soit X une variable aléatoire suivant la loi VP(X,0) et Y = In ().
@ Déterminer la fonction de répartition F'x de X.

SE

@ Déterminer, lorsqu’elles existent, I’espérance et la variance de X.

@ Montrer que Y suit une loi I' dont on précisera les paramétres.

Quelle est la loi de T'? En donner une densité.
Calculer ’espérance et la variance de by

Justifier que la suite (Z,,) de variables aléatoires définies par Z,, = M converge en
loi vers la loi normal standard N(0,1).

—

R N\
Exercice 44 [id=374] /

Soit a €]0,1[ et X une variable aléatoire, définie sur un espace probabilisé (Q, 7,P), a valeurs
dans [0, 1]. On suppose que la loi conditionnelle de X conditionnée par I’événement (X < a) est
la loi uniforme sur [0,a] et que la loi conditionnelle conditionnée par Pévénement (X > a) est

la loi uniforme sur [a, 1]. On suppose de plus que : P(X < a) = %

Déterminer une densité de X, son espérance et sa variance.

Soient X7,...,X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi que X et soit
M, = X1t+Xa dsterminer D'espérance E(M,,) et la vairiance V(1M,,). Montrer que si,
pour tout n € N*, opn pose T, = 2M,, — 3, alors E(T},) = a et V(T,,) = 4V(M,,). Que
vaut alors lim V(T,)?

n—-+oo

Montrer que pour tout n € N*, on a : V(T,) < % En déduire que :

5
N N*, ¥ 1], P(|T, —a] > ¢) <
e >0,Yn € N*,Va € [0, 1], P( a|7€)712n€2
E Justifier que la suite des variables aléatoires < T{;(}“)) converge en loi vers une
"/ n>1

variable aléatoire T' dont on précisera la loi.

—
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. N\
Exercice 45 fid—375] /

Soit (€, 7,P) un espace probabilisé. Soit r un réel tel que 0 < r < 1. Soit X une variable
aléatoire réelle tel que X < Ber(r) et pour tout n € N,n > 2, soit S,, une variable aléatoire tél
que S, — B(n,r) (loi binomiale de paramétres (n,r).

@ Pour tout réel ¢ tel que t > 0, on pose g(t) = E(exp(—tX)). Calculer g(¢), en fonction

(e (32) =+ ()

@ Justifier ’égalité :
Soit a un réel tel que 0 < a < r <1 et ¢t un réel positif fixé.

(3 50) (2 (5-0)=)

Soit Y une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs positives. Montrer
que P(Y > 1) <E(Y). En déduire que :

oo ()

@ Etudier les variations de la fonction ¢ +— In(exp(at)g(t)).
@ En déduire qu’il existe une constante M tel que M > 0 et :

Montrer que :

P (in < a) < exp(—nM)

E Soit € > 0 donné; Donner une interprétation probabiliste du résultat précédent lorsque
a=r—c.

—

. . N\
Exercice 46 [id=376] /

Soit n € N*. On considére n variables aléatoires mutuellement indépendantes X1, ..., X,, qui
suivent une loi normale d’espérance m et de variance o2 On pose

>x,
i=1

X, =

S|

et
1 « N
Un=—> (Xi—Xn)
i=1
Soit A = (aij),<; j<n € Mn(R) définie par :
_Jn=1 sii=yj
i = -1 siisj
Soit B le vecteur colonne de M,, ;1 (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
@ Justifier que la matrice A est diagonalisable.

@ Déterminer les valeurs propres de A ainsi qu'une base des sous-espaces propres asso-
ciés.
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@ Justifier existence d’une matrice P de GL,(R) dont la derniére colonne est propor-

tionnelle & B et telle que ‘PAP = D, ou D est une matrice diagonale & déterminer
(on ne demande pas la matrice P ).

@ On note 'P = (p; ), ; i<n Montrer que :

{ Vie[l,n—1],% 7 1 pi; =0
Vie[l,n], Y] pf; =1

On note M = %A et ¢ lapplication de M, 1(R) dans R définie par : VX €
Ty
My 1(R),¢(X) =8 XMX On pose X = : et T, = %Z;;lxj Montrer que
Tn
2
n — \2 . n—1 n
a(X) = X1y (@i = 7), puis (X) = $05 (S5, pises )
Pour tout ¢ de [1,n — 1], on pose Y; = Z?:l Di i X
@ Justifier que E (Y;) =0 et V (Y;) = o2
@ On suppose que les Y; sont mutuellement indépendantes. Montrer que U,, suit la loi

(25)

—

. — N
Exercice 47 (id—377] /

On consideére une fonction F' définie sur [0, +o00[ & valeurs réelles, croissante, continue, telle que
F(0)=0cet lir_ir_l F(z)=1
r—r+00

On définit la suite (py ),y par, pour tout n € N,p, = F(n + 1) — F(n) Montrer que la
série de terme général p, est convergente et déterminer sa somme.
@@ Soit  un réel fixé dans [0, 1|. Montrer que la série de terme général F'(z +n) — F(n)

est convergente.
+oo
@ On considére la fonction ¢ définie sur [0, 1 [par co(x) = Y (F(x+n)— F(n))
n=0
Montrer que ¢ est croissante.

@ Soient x et y deux réels fixés de [0, 1]. Montrer que pour tout € réel fixé strictement
positif, il existe Ny entier positif indépendant de z et y tel que, pour tout N > Ny :

+oo
> |F(x+n)— F(y+n)| < e En déduire que ¢ est continue sur [0, 1].
n=N
On considére désormais que F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X

a valeurs dans R™ définie sur un espace probabilisé (§2, .4, P). On considére les variables
aléatoires notées d(X) et | X | définies par, pour tout w € Q :

d(X)(w) = X(w) = [X(w)] et | X](w) = [X(w)]
ou |z| désigne la partie entiére du réel z.

@ Déterminer la loi de | X | a laide des (py,) et la fonction de répartition de d(X).

On suppose que X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0. Expliciter la loi
de | X | et la fonction de répartition de d(X). Déterminer une densité de d(X), puis
calculer les espérances de ces deux variables aléatoires.

—
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R N\
Exercice 48 (id—378] /

Soit X une variable aléatoire réelle de densité g et de fonction de répartition G. On suppose
que g est une fonction paire définie sur R.

Exprimer, pour tout réel z, G(—x) en fonction de G(z).

s - .
On définit la fonction g par : g(t) = { 290( " : i ; 8 Vérifier que g est une densité

de probabilité. On note X une variable aléatoire de densité §.
Exprimer la fonction de répartition G de X en fonction de G. Donner en particulier, pour
0 <a<b,G)— G(a) en fonction de G(b) et de G(a)
Pour tout m de [3,1] et tout réel ¢, on pose : fm,(t) = 2(1 — m)g(t) + (2m — 1)§(t)
Vérifier que f,, est une densité de probabilité et exprimer f,,(t) en fonction de m et
de g(t)

Soit Y,,, une variable aléatoire de densité f,,. Déterminer la fonction de répartition
F,, de Y,,, en fonction de m et de G.

@ Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire ||Y;,|] (partie entiére de la
valeur absolue de Y;,, ) en fonction de G, puis de G.

On considére une suite (Xy)ren de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la
méme loi que Y,,. On pose, pour tout entier naturel n non nul, 7, = (Xy,...,X,) et

n

T = > 1(x,>0), c’est-a-dire que T}, est le nombre de variables du n -uplet Z,, qui sont
i=1

positives. On pose enfin S,, = %Tn. Donner la loi de T,,, son espérance, sa variance.

@ Soit ¢ une fonction de [0, 7] dans R, telle que : Vm € [3,1[, E (¢ (T},)) = 0. Montrer que
p=0.

—

R N\
Exercice 49 fid—379] /

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles a densité définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P) et fy une densité de Y. Pour tout z réel, justifier la convergence de 'intégrale

+oo
P(X <z—y)fy(y)dy

— 00
On admet que, si X et Y sont indépendantes, alors :

+oo
V2eER,P(X+Y <2)= P(X <z—y)fv(y)dy

— 00
Soit @ € R fixé et (Xg),cy- une suite de variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes telle que, pour tout k& € N*, la variable aléatoire X suit la loi exponentielle de

paramétre ka Pour n entier de N*, on note S,, = ZZ=1 X, @, la fonction de répartition
de S, et T}, = 2=

Montrer que : (Vn € N*), (Vz € Ry),®,(2) = (1 —e~**)" ( On pourra employer (en le
justifiant) le changement de variable u = e~%*.)
@ Calculer lespérance E (T),) de la variable aléatoire T;,. A-t-elle une limite pour n
tendant vers +oo? Déterminer un équivalent de E (7},) lorsque n tend vers +oc.

@ Calculer la variance de T},. A-t-elle une limite pour n tendant vers +o0o?

@ Etudier la convergence en loi de la suite (7},),, -

—
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R N\
Exercice 50 fid—380] /

On considére une suite (X,), . de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace
probabilisé (2, T, P), toutes de méme loi uniforme sur le segment [0, 1] Pour n € Net w € Q, on
réordonne par ordre croissant les réels X;(w), Xo(w), ..., Xan+1(w) et on note M, (w) le terme
médian, c’est-a-dire le n + 1 éme de ces termes dans ’ordre croissant.

Pour tout réel  de [0, 1], exprimer P (M,, < z) a l’aide d’une somme.

En considérant les variables aléatoires X, = 1 — X}, pour k € N*, montrer que ’espérance
de la variable aléatoire M, est égale & %

Prouver l'égalité : E (M,,) = fol P (M, > z)dx

E Pour tous entiers naturels k et m tels que 0 < & < m calculer 'intégrale :
1
ygn = / xk(l — x)m_kdx
0

Retrouver ainsi, par un calcul, la valeur de I’espérance de M,,.

—

Exercice 51

Soit X,Y deux v.a.r. a valeurs dans [1,n + 1]. Leur loi conjointe est définie par :

IP(Xi,Yj);n(i:lJ(jzl)'

Déterminer la loi de X. Les variables X et Y sont elles indépendantes ?
Diagonaliser la matrice M € M,,11(R) de coefficients m;; = P(X =14,Y = j).

—

Exercice 52

(Q, T,P) est un espace probabilisé; & tout entier naturel non nul » et tout x € [0, 1] on associe
la variable aléatoire X, , qui suit une loi binomiale B(n, z), c’est-a-dire que X, ,(2) = [0,n]
et pour tout j € [0,1] : o _

P(X,,=7)=Cl’(Q—a)"?
A toute fonction f : [0,1] — R continue sur [0,1], on associe la variable aléatoire Y, , =
f (XZ“) Si on note Y;, ,(Q) = {yr/k € [0,p]}, alors on a :

Vk € [0,p],P(Yno =k) = > P(Xn,=j)
0<j<n
f(%):yk

Pour tout n € N* et tout k € [0,n], on désigne par B, j la fonction polynomiale définie par :
Vi € [0,1], By x(z) = CFa* (1 — )tk

et B, est 'opérateur de Bernstein défini par :

vf € (0,1, R), Bu(f) = 3 (i) Bog.
k=0
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ott C°([0,1],R) est P'espace vectoriel normé des applications continues de [0, 1] vers R muni de
la norme de convergence uniforme notée ||.||oo. Soit f € C°([0,1],R) et « € [0, 1].

Montrer que l'espérance mathématique de Y,, , est E(Y,, ) = Bn(f)(x).

Pour ¢ > 0, on désigne par 7 > 0 un réel strictement positif tel que |f(z) — f(y)| < e,
pour tout x,y € [0, 1] vérifiant |« — y| < n (U'existence de 7 étant justifié par le théoréme
de Heine selon lequel f, continue sur [0, 1] est uniformément continue sur [0, 1].)

On note : )
Jiz={jelo,n]/|f (L) - fz)] <e}

Jae = {5 €10,n]/ |f (L) = f(z)| > €}
(a) Montrer que |Bu(f)(@) = f(2)| < e +2l|fllc ¥ P(Xnz = j)-

Jj€J2, 2
(B) Montrer que | By (f)(@) — f(2)] < € + 2| f|oP(|Ya — f(2)] 2 €).
@ Montrer que |By,(f)(z) — f(z)| < €+ 2[| fllocP(| Xn,z — nz| > nn).
@ En utilisant I'inégalité de Bieaymé-Chebychev, montrer que :

1o
()~ F@)] <=+ 5o s

Démontrer que toute fonction f de [0, 1] vers R, continue sur [0, 1] est une limite uniforme
d’une suite de fonctions polynomiales sur [0, 1]

Démontrer que le résultat est vrai pour tout segment [a,b] de R.

—

Exercice 53

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles telles que X2 et Y2 admettent une espé-
rance mathématique. Montrer que XY admet une espérance mathématique.

@ Soit a € [0,1] et X une variable positive ayant une espérance mathématique. Montrer
I’inégalité :
(I - a)E(X) < E(X1x>ug(x))

—

EXCI‘Ci(‘C 5—1 [id=384]

Soit (un)n>1 une suite réelle convergeant vers un réel A\. Pour tout n > 1, on pose
n

U = = 3 uy, Montrer que la suite (v;,) converge vers A.
k=1

Soit Y une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, T, P) telle que Y (Q) =

+oo
N*. On suppose que Y admet une espérance. Montrer que E(Y) = > P(Y > k)
k=1

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, 7, P) telle que X (Q) =

n
N* et admettant une espérance, et pour tout n € N*, on note S, = > P(X < k). On se
k=1
propose de déterminer un développement asymptotique de S,,.

@ Démontrer que, quand n tends vers 400, on a S, ~ n.
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@ Démontrer que lim (n—S,) =E(X).

n—-+o0o

@ On suppose que X admet une variance.

E Montrer que : S, —n+E(X) < @
E En déduire que, lorsque n tend vers +ocoona: S, =n—E(X)+ O (%)

—
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