Chapitre 11 : Séries entiéres

R ™\
Exercice 1 lid—674] /

2
s LY 3 2 n @
Montrer que la série entiére de terme général (1 + %) “7 a un rayon de convergence

infini.
Pour tout x réel, on pose

Montrer que lorsque = tend vers 400, on a

f(@) ~ g().
—

. ¢ ]
Exercice 2 lid=683) /

Démontrer que la fonction z — f(x) = exp(exp(z)) est développable en série entiére et préciser
son rayon de convergence.

. p N\
Exercice 3 [id—324] /

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres :

a) Z n23;|— 12" b) Ze_"Qz” c) Z IZ—anQ" d) Z %7;23"

n>=0 n>0 n>1 n>=0

Déterminer le rayon de convergence de :

a) Zn!z" b) Z (i?) 2" ¢) Z E:?)); 2" d) Z ("Vn+1- 3n)"

n=0 n=0 n=0 n=0

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres :

a) Zz”z b) Zsin(n)z" c) Z SiI;(Qn) 2"

n=0 n=0 nz=1

—

Exercice 4 [id=325]

a) Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres

o (” * 1) 2" et Y sin(e )"

b) Une série entiére converge-t-elle normalement sur son disque ouvert de convergence ?

—
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Exercice 5 fid—326] /

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y a,a™ ou (a,) est la suite déterminée
par
ap=a,a1 =P et Vn € N ayio =2a,41 —an

avec (a, 8) € R%.

—

Exercice 6

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

n>1 n>=1

ot d(n) et s(n) désignent respectivement le nombre de diviseurs supérieurs a 1 de l'entier n et
la somme de ceux-ci.

—

Exercice 7

On considére un nombre réel strictement positif a et soit (ay) la suite réelle définie par ap = a
et Vin € Nya,41 = In(1 + ay,).

Déterminer le rayon de convergence R de la série Y anz™.
Donner un équivalent de a,, et retrouver le résultat de la question 1).

+oo
On note f(z) = > anz™ la fonction associée a la série entiére en question. Donner un

équivalent de f(x) quand x tends vers R a gauche.

—

R N\
Exercice 8 id—329] /

On considére la série entiére > a, 2" ol a,, = pour tout n € N*. On note R son rayon

1
sin(nmv/3)
de convergence

Prouver que R < 1.
@ Prouver que : Vt € [-%, 2], 2[¢| < |sin(t)| < |t].
Prouver que pour tout n € N* il existe un et un seule entier naturel k, tel que
(n\/g - kn)ﬂ' € [—%, %]
@ En déduire I'existence d’une suite (b,,) tel que |a,| < b, pour tout n € N et b, = O(n)

quand n tends vers +oo.
@ En déduire que R = 1.

—
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Exercice 9 (id—330] /

Soit (an)n>1 une suite de nombres complexes. On suppose que la série ) a,2" a pour
rayon de convergence R. Déterminer les rayons de convergence respectifs des séries en-
n

tieres Y- a, In(n)z" et Y a, Hyz" ott Hy = Y- 4, pour tout n € N*.
k=1

+o0
Donner un équivalent simple de S(z) = Y In(n)a™ quand z tend vers 1 & gauche.
n=1

—

i ~N
Exercice 10 fid—331] /

Soit une série entiére de coefficient a,,n > 0 de rayon de convergence R avec R > 0.
Montrer que la série entiére de coefficient 7% est de rayon de convergence infini.

Pour tout nombre réel ¢ on pose :

4+ oo

f6) =Y
n=0

Montrer qu’il existe r > 0 tel que, pour tout = > r, la fonction ¢ définie par

o(t) = f(t)e ™"

soit intégrable sur [0, +oo[ et exprimer cette intégrale sous la forme de série entiére en 1

@ °

EX@I’(,‘iCE’ 11 [id=332]

Montrer que, pour tout entier naturel p, il existe un polynéme R, tel que :

- n R,(x
Vo €] - 1,1], anx :7(1 _pg(c)zﬂ
n=0

Que vaut R,(1)?

Soit (an)n>0 une suite de nombres réels admettant un développement asymptotique de

la forme a,, = P(n) + £ 4+ O (i) ol P est un polynéme de degré p

n2

@ Trouver le rayon de convergence R de la série entiére de coefficient a,

Pour z €] — R, R, on pose S(z) = >, a,z™. Montrer que S admet en R une limite
infinie et en —R une limite finie.

Exercice 12

Pour tout nombre réel z, on note E(x) la partie entiére de x. Pour tout n € N*, on pose :

v — E(Vn)

n = )
n

et on considére la série entiére a = ) a,z™.
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Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére a.

On note :
€ = {z € C/> anz" converge}
o ={z€C/Y anz" converge absolument}

Déterminer € et <.
—

‘ ‘ N\
Exercice 13 lia—334] /

Pour tout entier naturel n, on pose :

=
et on considére la série entiére a = > a,a™.

Determiner le rayon de convergence de la série entiére a.

Determiner 6, = {x € R/> a,2" CV} et &, = {z € R/> apz™ ACV}. On pourra
utiliser la formule de Stirling : quand n tends vers +o00, on a n! ~ (%)n 2mn.

—

. ~N
Exercice 14 /
Pour tout n € N*, on note a,, = sin (ﬁ) et on considére la série entiére a = > a,z™ et la

+oo
n=1

fonction associée : f : x — anx™.
Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Y a,x".

Etudier la convergence de 3 a,z" aux points x = —R et = = R.

@ Soit M > 0. Montrer que :
al 1
AN €eN*,30>0,Vz €]l — 6,1, > sin () " > M.
n=1 \/ﬁ

@ En déduire la limite de f(z) quand z tends vers 1 a gauche.
On considére la série entiére > b,a™ avec :

Wn € N\{0, 1}, b, = (sin (\}ﬁ) _ i (%)) ",

et soit g : & — Z:z bpx™ la fonction qui lui est associée.
@ Démontrer que la série Y b,x™ converge normalement sur [0, 1].

@ En déduire que lim,_,;- (1 — ) f(z) =0

—
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Exercice 15 (id—330] /

Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Pour tout z € C tel que |z| < R,
on pose : f(2) = 1% a2

Soit r €]0, R[. Montrer que :

1 o 0\ ,—inb
ap = f(re™)e=""7do.
0

2mrn

rn

En déduire que si M (r) = lmlax |f(2)| alors, |a,| < M(r)

Application : Supposons f bornée sur C, développable en série entiére de rayon de
convergence infini. Montrer qu’alors f est constante.

—

. N <
Exercice 16 fid—337] /

Soit > unz™, (n > 0) une série entiére de rayon de convergence 1, de somme f(z) sur | — 1,1].

On suppose que : lim f(z) =S, et que lim nu, = 0.
z—1— n—-+oo

Soient n € N*,z € [0,1[ et S,, = >} _, uk. Montrer que :

n +oo
S — f@)] < (1-2) (zmuu)ﬂ 3 gl
k=0 n k=n-+1

En déduire que :

. 1
(51 1)) o

Montrer alors que la série > u,, converge et a pour somme S

—

Exercice 17

On étudie la série entiére Y a,z™ avec :

OGN

Préciser le convergence, le domaine de définition de la somme puis en donner un équivalent en

1
—

Exercice 18

Soit ) anz™ une série entiére de rayon de convergence R € R et soit zp un complexe tel que
|z0| = R et la série numeérique Y a, 2 est convergente, alors la série entiéres Y a, 2™ converge
uniformément sur la segmant [0, zp]. On pourra remarquer qu’en postant z = ¢zg, on peut se
ramener & R =1 et le segment [0, 1]

—
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Exercice 19 fid—340] /

Soit ¢ : [0,1] — R une application continue tel que : V¢ € [0,1] ¢(t) > 0.
1 "
Pour tout n € N, on pose : a,, = | mdt.

Calculer de fagon triés simple le rayon de convergence de la série entiére > anz™.

On se propose de donner un équivalent simple de a,, et de déduire le résultat trouvé dans
1).
@ Démontrer que
1 0
lim na, =In l()
n—+o00 (p(O)

@ Retrouver le résultat de la question 1) ci-dessus.

—

. or <
Exercice 20 (id—341] /

On considére une série entiére > a,z™ de rayon de convergence R.

@ Démontrer que pour tout nombre réel non nul ¢ le rayon de convergence de la série

- R

entiere ) ¢"anz" est Ry = 17

@ Démontrer que pour tout nombre réel «, le rayon de convergence de la série entiére
> n%apx™ est Ry, = R.

Soit (cv,) une suite de complexes non nuls tel que lim =/{ e Ry U{+oo}.

Hn41
n——+oo @

@ Démontrer que pour toute série entiére Y a,x™ de rayon de convergence R, le rayon

R
de convergence de > pnpa,x" est R, = e

@ Retrouver le résultat établit dans 1)b) ci-dessus avec p, = n®

—

Exercice 21 fid—342]

T e—t"qt

Pour tout n € N, on note a, = [;

Déterminer le rayon de convergence R de la séries entiére Y a,a™.
Etudier la convergence de > a, R™ et celle de > (—1)"a, R".

Exercice 22

Pour tout n € N, on note a,, = cos(mvn? +n+ 1)

Déterminer le rayon de convergence R de la séries entiére Y a,a™.

Etudier la convergence de > a, R™ et celle de > (—1)"a, R".

—
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EXCI‘Ci(‘C 23 [id=663] /

Soit £ un K— espace vectoriel de dimension finie non nulle n et f et g deux endomorphismes
de FE tel que fog=20et f+ g € GL(E). Démontrer que Im(f) = ker(g).

Une question qu’on peut ajouter :
Donner des exemples de tels endomorphismes.

—

EXCI'CiCC 24 [id=677]

Soit la série entiére de terme général

1 T2 ny
o= [ T
0

n 141
Déterminer le rayon de convergence R de cette série et écrire sa somme sous forme d’intégrale

lorsque x appartient a 'intervalle [— R, R].

—
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