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Chapitre 14

Equations différentielles

Dans tout ce qui suit, E' désigne un espace vectoriel normé de dimension finie.

14.1 Généralités

14.1.1 Terminologie

Q) désigne un ouvert de R x E ou un ensemble de la forme I x E ou [ est intervalle de R. La donnée d’une
application f : Q — E permet de parler de I’équation différentielle (E) y' = f(¢,y).

Definition 14.1.1

On appelle solution de (E) tout couple (J,¢) ou J est un intervalle de R et ¢ une application de J vers
E dérivable sur J tel que : Vt € J, (t,0(t)) € Q et ' (t) = f(t, (2)).

Definition 14.1.2

| r

Si (J1,¢1) et (Ja, p2) sont deux solutions de (F) tel que Jo C Jy et ¢1/J2 = ¢a, on dit que (Jq, 1) est
un prolongement de (Jz, p2) ou que cette derniére est une restriction de (Jy,®1).

Definition 14.1.3

On appelle solution maximale de (E) toute solution (J ¢) tel que si (Ji, 1) est une solution de (E) tel
que (J, ) est une restriction de (Ji,¢1) alors J = Jy et ¢ = 1.

Remarque. Si on note /(&) I'ensemble des solutions de 'équation différentielle :

(&) ¥ =f(ty)

et < la relation définie sur ¢y par : pour tout y; = (I1,¢1) et y2 = (I2, p2) éléments de #{¢) :

L1 Cl,
Y1272 &
01 = @2/

alors < est une relation d’ordre sur .#(4) et une solution maximale de (&) n’est autre qu'un élément maximal
de I'ensemble ordonné (.#(4), =).

Definition 14.1.4

On appelle courbe intégrale ou trajectoire associée & une solution v = (J,¢) la partie C, de Q définie

par :
Cy ={(t ¢(t)/t € J}
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14.1.2 Probléme de Cauchy

!/
= t’
Si (to,yo0) € Q, le probléme v =Jty) est appelé probléeme de Cauchy ou équation différentielle avec

y(to) = vo
condition initiale. Une solution du probléme de Cauchy ci-dessus est un couple (J, ) tel que (J, ) est une
solution de ’équation différentielle y' = f(t,y) et to € J et v(to) = yo

14.1.3 Equation intégrale associée a une équation différentielle

On considére I’équation différentielle :
(B) vy =fty)
ou f:Q— E;(t,y) — f(t,y) est une application continue sur €.
Si (I, ) est une solution de (E) alors pour tg € I fixé, on a pour tout ¢t € I :

wﬂzam+[wawmu

On dit que (I, ) est solution de I’équation intégrale associée a (E) et (to,y0) € Q :

Wf)wﬂzm+[fWW®Mu

14.2 Equation différentielle linéaire

14.2.1 Définitions
14.2.1.1 Version avec les endomorphismes

Soit I un intervalle non trivial de R, a : I — L(F) et b: I — E des applications. L’équation différentielle :
(B) o' =al(t)(y) +b(t)

représente un cadre général d’équation différentielle linéaire avec second membre. L’équation différentielle :

(EH) o' =a(t)(y)

est appelée équation différentielle homogéne associée a (F). On se contente de parler de (E) car (EH) en est
une quand b est nulle.

Notons que si t € I alors a(t) € L(E), donc a(t) est un endomorphisme de E. Ainsi a(t)(y) est en fait la
composée de a(t) et application y.

Si T est un endomorphisme de E, on convient parfois de noter T.z au lieu de T'(z) pour tout vecteur z de E,
I'image de x par T. Ainsi on convient d’écrire I’équation différentielle comme suit :

(B) ¢ =a(t).y+b(t).
Une solution de (F) est un couple (J, ) avec J un intervalle de R contenu dans I et ¢ : J — E une application
dérivable sur J tel que : Vt € J,  ¢'(t) = a(t)(p(t)) + b(t).
14.2.1.2 Version matricielle
On considére A : I — M, (K) et B : I — M, 1(K) et 'équation différentielle :
(E) Y'=AQ)Y + B(t)

c’est la version matricielle de ’équation différentielle linéaire ci-dessus, appelé aussi systéme différentiel linéaire.

14.2.2 Principe de superposition

On considére un intervalle non trivial I de R. On se propose de trouver les solutions d’une équation différentielle
linéaire

(B) vy =a(t)(y) +b(t)
dans le cas ot b(t) = by (t) + ba(t), ce qui permet par exemple de déterminer des solutions quand c’est plus facile
d’en trouver pour chacune des équations différentielles :

(Ex) o =a(t)(y) + bi(t)

pour k € {1,2}. On donne la proposition suivante appelée principe de superposition.
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Proposition 14.2.1. On considére les équations différentielles :
(B1) ¥ =a(t)(y) +bi(t)

(E2) ' =a(t)(y) + ba(t)
(B) ¢ =a(t)(y) +d()

avec a : I — L(F) une application de I vers L(E) et by,by,b: I — E des applications de I vers E . Si
b= by + by et si Y] et Y sont des solution respectives de (Ep) et (E3) sur I alors y = y; + y2 est une
solution de (F) sur I.

Preuve. En effet si y; et yo sont des solutions respectives de (E1) et (E2) sur I alors elles sont dérivables

() =alt t)) + by (t
sur I et pour tout t € I, on a () O(®) 1(t) . Par sommation, et par linéarité de a(t), il

yo(t) = a(t)(y(1)) + ba(?)
vient y/(£) = (y1 +12)'(t) = 4 () + 4(8) = a(t)(y1 (£) + y2(6)) + b1 (1) + ba(2), done /(1) = a(t) (y(1)) + b(2),
donc y est bien une solution de (E) sur I. [ |

14.2.3 Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire

Dans tout ce qui suit I est un intervalle non trivial de R, a : I — L(E), b : I — E des applications et on
considére I’équation différentielle : (E) y' = a(t).y + b(t).

Théoréme 14.2.1. Si a et b sont continues sur Uintervalle I alors pour tout (tg,yo) € I X E, le probléme

de Cauchy
Pe) y' = a(t).y + b(t)
y(to) = yo

admet une unique solution maximale. De plus cette solution est globale, c’est-a-dire que son intervalle est
I tout entier.

Remarques. 1. On note les différences suivantes avec le théoréme de Cauchy-Lipschitz non linéaire(C.L.N.L.) :

- Dans le cas non linéaire, §2 est un ouvert de R x E alors que pour le cas linéaire {2 = I X E, en particulier
Q n’est pas forcément un ouvert puisque U'intervalle I est quelconque de R.
- Au niveau des hypothéses, C.L.L. exige seulement la continuité de a et b, alors que C.L.N.L. exige que
f soit de classe C.
- L’intervalle de la solution maximale varie dans le cas de C.L.N.L. alors que pour C.L.L. c’est toujours
I (intervalle ou a et b sont définies et continues)

2. L’équation différentielle y' = a(t).y + b(t) s’écrit : y' = f(t,y) avec f(t,y) = a(t)(y) + b(t) donc on ne
sort pas du cadre général sauf que Q2 = I x U n’est pas forcément un ouvert de R x E.

14.2.4 Conséquence : Structure des espaces de solutions

14.2.4.1 Structure

On note n = dim(E) et on note S(gx) et S(g) 'ensemble des solutions maximales de (FH) et de (E) respecti-
vement. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire montrer que toutes les solutions maximales de (EH) et (E)
sont définies sur I tout entier, c’est pour cela qu’on se contentera de noter ¢ au lieu de (I, ) une solution ;

Théoréme 14.2.2. Sy est un K—espace vectoriel de dimension n et si (g est uns solution particuliere
de (E) alors S(g) = ¢o + S(gm) est un espace affine de dimension n de direction S¢g g

Preuve. S g est un sous-espace vectoriel de CY(I, E), ensemble des applications de classe C! de I vers
FE, car :

- lapplication nulle 6 : I — E;t +— 6(t) = 0 est une solution de (EH).

- Si 1, a2 sont deux solutions de (FH) et a € K alors ¢ = ¢1 + awpa e par simple vérification une solution
de (EH).
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L’application ¥ : S(gy — E; ¢ + ¢(to) est un isomorphisme de I'espace vectoriel S gy vers E. En effet,
U est une application car si ¢ € Sgp) alors ¢ est bien définie sur 7, en particulier au point ¢9. L’application
W est lindaire car si 1,92 € S(pm) et a € K, alors W(p1 + aps) = (01 + aps)(to) = w1(to) + apa(to) =
P(p1) + a¥(p2).

U est bijective car si y € E, on sait d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire qu’il existe une et
une unique solution ¢ de (EFH) sur I tel que ¢(tg) = y.

Ainsi Sgg) est un espace vectoriel de dimension n.

Soit ¢o une solution particuliere de (F). Si ¢ est une solution de (E) alors pour tout t € I, on a :

¢'(t) = a(t)-¢(t) + b(t)

¢o(t) = a(t).¢o(t) + b(t)
¢ = ¢ + ¢o. Réciproquement si ¢ est une solution de (EH) et si on pose ¢ = ¢ + ¢ alors il est aisé de
vérifier que ¢ est une solution de (E), donc S(gy = ¢o + S(em) [ |

, de sorte que la différence ¢ = ¢ — ¢g est une solution de (EH). On a bien

14.2.4.2 Systéme fondamental de solutions de I’équation homogéne

Definition 14.2.1

Soit @ = (1, -+ ,®y) une famille de solutions de (EH ). Si la famille ® est libre, elle est appelée systéme
fondamental de solutions de (EH)

Un systéme fondamental de solutions (S.F.S.) de (EH) est donc une base de S(ggy. Si ® = (@1, ,©,) est un
S.F.S. de (EH) alors S(gry = {>_j_y anr/(a1,- - ,an) € K"}

Proposition 14.2.2. Soit ® = (¢1,- - , ¢y, ) une famille de solutions de (EH). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) ® est un S.F.S. de (FH).
(2) Pour tout ¢ € I, la famille ®(t) = (p1(t), -, pn(t)) est une famille libre de E.
(3) 1l existe to € I tel que la famille ®(tg) = (p1(to), -, ¥n(to)) est une famille libre de E.

Preuve. (1)= (2) : Supposons ® est un S.F.Sde (EH) et soitt € I et oy, -+ , v, € Ktelque Y 1, apr(t) =
0. Il en découle que ¢ = >";'_, axpy est une solution de (EH) avec la condition initiale p(¢) = 0. Or la
fonction nulle 6 est une solution vérifiant la méme condition initiale. Par unicité, en vertu du théoréme de
Cauchy-Lipschitz linéaire, on a ¢ = 6 et par liberté de ®, ona a; =--- = a, = 0.

(2) = (3) : Clest clair.

(3) = (1) : Supposons qu’il existe tog € I tel que ®(ty) est une famille libre de E. Alors ® est libre car si
ag, -, o sont des scalaires tel que 22:1 appr = 0, en appliquant & tg on a a3 = --- = a,, = 0, ce qui
prouve que l'on a (1). [ |

La proposition 14.2.2 est trés utile pour savoir si une famille de solutions est une base en étudiant uniquement
la liberté d’une famille de vecteurs. Considérons par exemple le systéme différentiel : Y/ = AY avec A =

0 1

-6 5
dimension 2. Remarquons que ¢;(t) = (e2!,2e%) et ¢o(t) = (€3,3e3!) sont deux solutions du systéme. Par
ailleurs, on a ¢1(0) = (1,2) et ¢2(0) = (1,3) et det((1,2),(1,3)) =1 # 0, donc la famille (¢1(0), $2(0)) est libre
et (¢1,¢2) est un S.F.S. du systéme ci-dessus, donc sa solution générale et p(t) = Ap1(t) + pp2(t); A, p € R,
soit :

. Ce qui précéde nous dit que 'ensemble S des solutions de ce systéme est un espace vectoriel de

o(t) = (N + pe®, 20e*" + 3ue®), \, u € R.

14.2.4.3 Equation avec second membre : Méthode de la variation des constantes

Théoréme 14.2.3. Si ® = (¢1,- - , ¢,,) est un systéme fondamental de solutions de (EH) alors

1. Pour tout application f € C°(I, E) il existe une et une seule famille o = (g, -+ , @, ) d’application
n
de C°(I,K) tel que f = > ooy
k=1

2. Si de plus f est de classe C' alors les oy, sont de classe C*.
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Une conséquence de cette proposition est de dire que si f est une solution particuliére de (E) alors comme f
est de classe C! elle s’écrit de facon unique :

f=> arby
k=1
Alors f est solution de (E), si et seulement si :
Vtel, f'(t)=a(t)f(t)+b(t)
Comme b est continue , elle s’écrit de maniére unique :
b= bpgr avec Vk€[Ln], by €C'(IK).

11 en découle que f est solution de (E) si et seulement si :

> ahdr = biox
k=1 k=1

Par unicité donnée par le théoréme ci-dessus, f est solution de (E) si et seulement si :

= ZZ:1 ap®y
VEk € [1,n], ) = by

Ceci permet de dire que la solution générale de (E) est
n t
y(t) = Z <5k +/ bk(u)du> P (t)

k=1 to

avec tg € I et Vk € [1,n], Br € K.

14.2.5 Systéme différentiel linéaire a coefficients constants

Il s’agit des systémes de la forme :
(E) Y' =AY + B(t)

avec A € M,(K) et B € C°(I,K).
14.2.5.1 Systéme homogéne
Théoréme 14.2.4. La solution générale de (FH) est :
Y (t) = e A

avec A € K".

Preuve. Supposons que Y est une solution de (EH) et soit Z définie par Z(t) = e~ *A.Y (t), alors Z'(t) =
—Ae Y (t) + e tAY'(t) = 0, donc Z est constante sur I, donc il existe A € K™ tel que Z(t) = A pour
tout t € I, ce qui fournit :

Vtel, Y(t)=elA

14.2.5.2 Systéme avec second membre

Théoréme 14.2.5. Soit A € M,,(K) et I un intervalle.

1. Pour tout application continue Y € C°(I, E) il existe une et une seule application continue © : I — E
tel que Vt € I, Y (t) = e!4.0(2).

2. Si de plus Y est de classe C! alors les © est de classe C.
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SiY € C%I,E) alors Y s’écrit de fagon unique Y (t) = e/4.0(t). Y est solution de (E) si et seulement si © de
classe C* et :

O'(t) = b(t)

ot b(t) = e ™ B(t) pour tout t € I, si et seulement si O(t) = A + f; e "AB(u)du avec A € E, ce qui fournit la
solution générale :

t toel
Y (t) = et (A +/ e_“AB(u)du> avec 0
to A S E

14.2.5.3 Cas particulier important : A est diagonalisable.

Dan tout ce qui suit on suppose que A est diagonalisable et que I' = (I'y,---,T';) est une base de vecteurs
propres associée aux valeurs propres Ay, -, A,.

Théoréme 14.2.6. La solution générale de (FH) est :

Y(t) = Zake/\ktfk
k=1
Pour chercher la solution générale on écrit
Y(t) = ap(t)e Ty
k=1

avec les oy : I — K continues : I'existence est garantie par le fait que si (yx) sont les composantes de Y dans la
base I, on pose ay(t) = yi(t)e ! pour tout t € I.
On a alors Y est solution de (E) si et seulement si

Vk € [1,n], a}(t) = Bp(t)e !

ou les By, sont les composantes de B dans la base I'. Ceci fournit la solution générale de (E) :

n t
Y(t) = Z <ﬂk +/ Bk(u)e/\kudu) ML avec

k=1 to

toel
ur € K)VEk € ﬂl,n]]

Exemple. Résolvons le systéme linéaire :

=x—y+z+e

y=—z+y+z

2 =—xz—y+3z+e
Le systéme se traduit en ’équation différentielle linéaire :

(E) Y' = AY + B(t)

ou
1 -1 1
A= -1 1 1
-1 -1 3

avec
et
vVt e R, B(t) = 0
e3t

Commengons par résoudre I’équation différentielle linéaire homogeéne associée :

(EH) Y'=AY.
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Le polyndome caractéristique de A est

En effectuant les opérations Ly < Ly — L pour k € {1, 2}, il vient :

10 -1 0 0 -1
xaX)=(X-22%0 1 -1 |=(X-27% -1 1 -1
1 1 X-3 X-2 1 X-3

Finalement, il vient :
Xa = (X -1)(X -2y

donc les valeurs propres de A sont Ay = 1, A2 = A3 = 2 dont des vecteurs propres associés sont I'y =

1 1 0
1 |,T2 = 0 |.Is= 1 donc la forme générale de la solution de I’équation homogéne est
1 1 1

Y(t) = a1efl'y + age?Ty + a3e?T'3. Soit Y une solution de I'équation (E) et A(t) = e *AY (t) alors A
est de classe C' sur R, et comme Y est solution de (E), on a A’(t) = e *AB(t). En projetant la relation
ci-dessus A’(t) = e *4.B(t) dans la base I' = (I'y,T'5,T'3), il vient, en notant by (t) les composantes de B(t)
relativement a I :

3 3
AN(t) = e t4 Z b ()T = Z bk(t)e_tAFk
k=1 k=1
et comme :
eitA.].—‘k = )\kei)\kt
on a :

3
N(t) = be(t)e Ty
k=1

Les composantes b (t) sont donnée par la relation :

bl (t) 6t
bt =P o
b3 (t) €3t

ou P est la matrice de passage de la base canonique a la base B de sorte que :

1 10 1 1 -1
P=110 1 et P'=1] 0 -1 1
1 1 1 -1 0 1
et par suite on obtient :
N(@E) = (ef —eB)e'Ty + e¥e 2Ty + (3 — et)e 2Ty

= (1—e™I +eTy+(ef —e

En intégrant, il vient :

2t
A(t) = <a1 +f— 62> 'y + (OQ + et) Iy + (043 + et + e*t)].—‘g
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avec (o, g, a3) € R3.
11 en découle que la solution générale de (F) est :

3t
Y(t) = (Oélet + tet — 62> [y 4 (e® +€*) Ty + (aze® + e + €e')T'3
avec (aq, a9, a3) € R3.ce qui donne en définitif :

z(t) = are’ + age? + te! + 13
y(t) = ane’ + aze? +tet + ! + Ledt
2(t) = are’ + (ag + ag)e® + te! + et + 3e3

avec (a1, g, a3) € R3.

14.2.6 Equation différentielle scalaire linéaire d’ordre n
14.2.6.1 Cas général

Les équations différentielles de la forme :
(B)  an(t)y™ + -+ ar(t)y' (t) + ao(t)y(t) = b(#)

ou ag, - ,a, et b sont des applications d’un intervalle I vers K, continues sur I. On s’intéresse uniquement au
cas ou :

Vtel, an(t)#0

L’équation s’écrit donc :
(n)_zak (k)—i—b (t),

avec b
Vke{0,....on—1han= -2 o b=—

Qn Qn

Désormais on considére donc I’équation différentielle de la forme :

y(”)—Zak y®) 4 b().

dont ’équation différentielle homogéne associée est :

(EH) 4™ — Zak el

On rappelle que ag, - - - ,a,_1 et b sont des applications continues de I vers K.
On associe a cette équation différentielle, le systéme différentiel :

—

(E) Y’ '=A(t).Y +B(t)

(FH) Y' = A(t).Y
avec pour tout t € I :
0 1 0 0
0
A(t) = 0 et B(t)=
0
0 0 1
b(t)

ag(t) an—l(t)
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Si f: I — K est une application de classe C", on note :

f
f/

flr=1
On dispose de la proposition suivante :

Proposition 14.2.3. Avec les notations ci-dessus, on a :
1. Pour tout f € C"(1,K), fe Cl(I,K")
2. Pour tout f € C"(I,K) :
1€ e fem
et

er(EH)@)fE (EH)

3. L’application :
P ty(EH) —)yEH),yHy

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Grace a cette proposition on peut ramener ’étude d’une équation différentielle linéaire d’ordre n a celle d’un
systéeme différentielle linéaire d’ordre n. On obtient en particulier la version du théoréme de Cauchy-Lipschitz
associée a ce cas.

Théoréme 14.2.7. Pour tout ¢ty € I et pour tout g, - ,y,—1 € K, il existe une et une seule solution ¢
de (F) définie sur [ tel que :

¢(to) = o

¢'(to) = 0

so%” D(to) = yn1

On en déduit en particulier la :

Proposition 14.2.4. On considére ’équation différentielle :

) = Zak )y ™) + b(t)

et ’équation différentielle homogene associés :

n—1
(EH) y™ =" ar(t)y®™
k=0

ot les ay, et b sont des applications continues d'un intervalle I vers K. On note /g
Une solution de (F) est une application ¢ : I — K, n fois dérivable tel que :

Vtel, cp") <Zak )-l-b()

On note (g les ensembles de solutions respectifs de (£) et (EFH). Alors :
1. ZEgu) est un K—espace vectoriel de dimension n.

2. Si ¢ est une solution particuliere de (E) alors .#(g) = ¢1 + -#(gx). En particulier{gg) est un
espace affine de direction S gp).
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Remarque. Si ® = (¢, -
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, ®n) est une famille de solutions de (FH). Pour tout ¢t € I, on pose :

¢1 (t) e ¢n(t)
Walt) = ¢>1_(t) i rbn:(t)
R () R i ()

Wa(t) s’appelle le wronskien.
Alors, ® est un systéme fondamental de solutions de (EH) si et seulement si I'une des conditions suivantes est

vérifiée :

(1) Vte I, Wa(t)#£0
(1) Itel, Wa(t)#£0

La méthode de variation des constantes conduit au résultat suivant :

Théoréme 14.2.8. On considére ’équation différentielle :
n—1
(B) 4™ =3 a(®y® +b(0)
k=0
et ’équation différentielle homogene associés :
n—1
(EH) y™ = Z ax(t)y®
k=0

ol les ay et b sont des applications continues d’un intervalle I vers K.
Soit ® = (¢, -, ¢Pp) un systéme fondamental de solutions de (EH)

de I vers K.
Pour que ¢ soit solution de (E), il faut et il suffit qu’il existe des applications ay, : I — K de classe C! sur

et ¢ une application de classe C™

I tel que :

a1+ -+ al i, =0
. 4o+ - + oy =0
= arpr et (1):Q
= @b el =0

o, " ol = b

Preuve. 11 suffit d’appliquer la variation des constantes a (E). On note B l’application de I vers K" tel

que :

On sait que B s’écrit de fagon unique :
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c’est-a-dire :

Brdh + 4 fud)y = 0

By o4 Bug ™ = 0
Bt ™ 4o+ gl =

avec les [y des applications continues de I vers K et que la solution générale de (/E\) est de la forme :
~ n —
6= ardy
k=1
ott les oy, : I — K de classe C! tel que :

(3) vk € [[1,71]]7 O[;c = Bk

Tenant compte de (2)’ et (3) ci-dessus, on obtient le systéme (1) ci-dessus du théoréme. [ |

14.2.6.2 Casn=2

On considére 1’équation différentielle :
(E) ¥ =a)y +b(t)y+c(t)

C’est un cas particulier du cas général ci-dessus. On note en particulier :
1. L’ensemble des solution .#( gy de (EH) est un K—espace vectoriel de dimension 2, c’est-a-dire un plan
vectoriel sur K.
2. I'ensemble des solutions de (£) est un plan affine de direction .#{ g et si 1 est une solution particuliere
de (E) alors gy = ¢ + -7 (EH)
3. Si ® = (¢b1, ¢2) est une famille de solutions de (EH) et si pour tout ¢ € I, on pose :

Wa(t) = ) = ¢1(t)do(t) — ¢y (t)d2(t)

Wa(t) s’appelle le wronskien de ® au point ¢.
Alors @ est un systéme fondamental de solutions de (EH) si et seulement si 'une des conditions suivantes

est vraie :
(a) Vte I, Ws(t)#0
(b) tel, Wy(t)#0

4. La solution générale de (F) est donnée par :
@(t) = ar(t)pr(t) + az(t)2(t)

avec : A1, ap : I — K des applications de classe C* tel que :
1,09 € Cl(I,K) et

Autrement dit :

ay(t) =

et par suite la solution générale de (E) est :

yu>::(Al—xljcﬁgfi$”du>¢uu>+-(A2+:chf2fideu>¢au>
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avec :
Vu € I,W(u) = ¢1(u)dy(u) — d1y(u)dz(u)
to el
)\1, Ay € K
Méthode pour la recherche d’une deuxiéme solution de I’équation homogéne (ap-

pelée : méthode de descente de degré).
On consideére ’équation différentielle homogeéne :

(EH): y" =a(t)y +b(t)y
ol a,b: I — K continues, et on suppose qu’elle admet une solution ¢; tel que :

Vtel, ¢i(t)#0

Posons y = z¢; alors :

Y =2'¢1+ 207

Y = 2n + 226 + 2]

De y" = ay’ + by on déduit :

2 p1 + 22 + 29 = az’d1 + azd) + bzdy

Or ¢f =, donc :

2Py + 22/ + zad) + zbdy = aZ’ Py + azd| + bz

Finalament :2"¢1 4+ 22'¢} = az’¢; donc en posant w = 2/, il vient :

’_ agy — 2¢/1
w=——>"w
P
C’est une équation différentielle de premier ordre qu’on peut résoudre facilement,ce qui permet de déterminer
z donc y donc une seconde solution ¢o = y de 'équation différentielle (EH)
14.2.6.3 Equation différentielle linéaire d’ordre n a coefficients constants

Dans tout ce qui suit n est un entier naturel tel que n > 2, I est un intervalle de R et b = I — K est une
application continue sur I. On considére ’équation différentielle :

n—1
EB): 5™ =Y ary® + (1)
k=0

ou ag, - ,a,—1 € K donnés. On considére I’équation différentielle homogéne associée :
n—1
(BH):  y™ =" apy®
k=0
et on se propose de résoudre (Eh) en déterminant un systéme fondamental de solutions de (FH).

Théoréme 14.2.9. Toute solution de (F'H) est une application de classe C*° de I vers K, autrement dit :

cjﬂ(EH) C OOO(I, K)

Preuve. Si y est une solution de (EH) alors y est de classe C™ par définition. Une récurrence immeédiate
permet de prouver que y est de classe C* pour tout k > n. |
Soit D lapplication de C*°(I,K) vers C*°(I,K) défini par D(f) = f’ pour tout f € C*°(I,K). Il est clair
que l'application D est un endomorphisme de C*°(I,K), par suite si on pose P(X) = X" — ZZ;S arX*, on a
P € K[X] et P(D) est aussi un endomorphisme de C*°(I, K).

Théoréme 14.2.10. On a .% gy = ker(P(D))
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Preuve. Soit y € C*®(I,K), alors : puisque pour tout k¥ € N on ay®) = D¥(y), on a :
n—1
ye S em & vy =Y ay®
k=0

& D'(y) = i arD*(y)
k=0

& (D" Y aDb)(y) = 0
k=0

& P(D)(y)=0

&y € ker(D)

Supposons que le polynéme P est scindé et que :

S

P=]](xX=x)m™

k=1

avecAy, - -+ , Ag les racines deux a deux distinctes de P et my leur ordres de multiplicité respectifs.
Le lemme des noyaux permet d’écrire :

S By = @ ker(D — A\ Id)™*

k=1

ou Id est 'application identique de C*° (I, K).
Soit A € K et m € N* | on se propose de déterminer ker(D — AId)™. Soit f € C>*(I,) et g 'application définie
par g(t) = f(t)e~*, alors on a :

VkeN, g®() = (D - A (f)(D)e

Par récurrence :
Pour k = 0 ga donne g(t) = f(t)e™*!, c’est la définition de g.
Soit k € N tel que la propriété est vraie.
DF(g)(t) = [D o (D — M)k — A(D — ATAF](F) (e = (D — AT 1(f) (1)
Il en découle que f € ker(D — AId)™ < D™(g) =0 < g € C°(I,K) NK,,_1[t].
Ceci permet de dire que :

ker(D — A 1d)™ = {Q(t)e™/Q € Ky, 1[X]}

ce qui permet d’énoncer le :

Théoréme 14.2.11. Un systéme fondamental de solutions de (EH) est :

j Akt
(t— tTe™ ) 1<k<s
0<jSrmn—1

Autrement dit, la solution générale de (EH) est :

s mp—1

(p(t) = Z akjtje/\kt

k=1 j=

ou a; € K pour tout (k,7) € [1,s] x [0, ms — 1]

Remarque. Si K = C, le polynéome P est toujours scindé, donc le théorémel4.2.11 ci-dessus s’applique. Si
K =R et P non scindé , on cherche les solutions complexes et on considére les parties réelles et imaginaires de
tJeM pour toute racine complexe non réelle A de P. Notons que si A est une telle racine alors \ aussi, il ne faut
prendre qu'une seule car A et A fournissent les mémes parties réelles et imaginaire & un signe prés.

Plus précisément, si :
T S

TTCC = wg)™ TTX = )™ (X = Xe)™

j=1 k=1
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avec p; € R et A\ € C\R tel que Im(\g) > 0 et les (1)) e, et les (A = ag + iBk)req,s) deux & deux
distinctes alors un systéme fondamentale de solutions de (EH) est :

(t— thelits t s tV et cos(byt), t > t¥ et sin(byt)) 1<j<r
0<t<my

1<k<s

0<v<my
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