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Chapitre 13

Calcul différentiel.

13.1 application différentiable

Dans tout ce qui suit les espaces vectoriels introduits sont des R—espaces vectoriels normés de dimensions finies.
Quand on cite : f: U C E — F application , on entends par U un ouvert non vide de 'evn E et F un evn bien
stir tous de dimensions finies.

13.1.1 Dérivée suivant un vecteur

13.1.1.1 Définition, exemples
Proposition-Définition 13.1.1. Soit f : U C E — F une application, a € U, e un vecteur de E et ¢q
lapplication définie par ¢, (t) = f(a+te). L’application ¢, . est bien définie sur un intervalle de la forme

] —a,af avec a > 0. Si g, . est dérivable au point 0 le vecteur ¢, .(0) s’appelle dérivée de f au point a
suivant le vecteur e. On le note D, f(a).

Ainsi, ¢’ existe, D, f(a) = hm M
t—0

Preuve. Démontrons Pexistence de o > 0 tel que Vt €] — a, af, a + te € U. Supposons e # 0 (si e = 0 alors
a+te=a € U, pour tout ¢t € R)Comme U est un ouvert et a € U, il existe R > 0 tel que B(a, R) C U.

Soit a = H%H’ alors pour tout réel ¢ tel que [t| < «, on a |[(a + te) — a| = |t||le]] < alle]] = R, donc
a+te € B(a, R), et comme B(a,R) CU,onaa+teecU. [ |
Exemples. :

L f:R? = R;(2,y) = f(z,y) =2’y +32° + 2y; a = (1,2) et e = (1,1). Alors

(pa,e(t) = f(a+te)
F((1,2) + (4,1))
f(l+t2+1)

= 1+)?Q+)+30+t)>+ 1 +1)(2+1)

Donc pour tout t € R, on a :
G ot) =21 +1)2+t)+ (1 +t)*+91 +t)* +2t+3

de sorte que :
©0oe(0)=4+1+9+3=17

donc f est dérivable au point a suivant e et on a :
D.f(a) = 17.

2. Soit f: R? = R3; (z,y) — (x,2+y,zy). Poura = (1,1) et e = (2,3),0na ¢, (t) = f(14+2t,1+3t) =
(14 2t,2 4 5t,6t> 4 5t + 1), donc ¢, (t) = (2,5,12t +5) et D.f(a) = (2,5,5).
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n(R) = Ry M w— tr(A); A = E = I,; la dérivée de f en A suivant E est ¢!y 5(0) avec :
A,e(t) = f(A+tE) =tr((1 +t)I,) = n(t + 1), donc : )y x(t) =n et Def(A)=n

13.1.1.2 Dérivées partielles

Soit E un K—espace vectoriel normé de dimension p, (p € N*) et & = (ey,--- ,e,) une base de E si x € E, on
note 1, - ,x, les coordonnées de x relativement & . Soit f: U C £ — F une application et a € U. Si pour
i € [1,p], la dérivée D, f(a) de f au point a suivant e; existe on la note g—i(a) et on appelle i éme dérivée
partielle de f au point a.

Remarque. Si F = R? muni de sa base canonique et f : U C R?P — F une application. La dérivée partielle
5%(96) s’obtient en dérivant I'expression f(z1,--- ,,) par rapport a z;. Par exemple f(z,y) = (2 —y?) + 2zyi
considérée comme application de R? vers C admet toutes les dérivées partielles en tout point. On a pour
X = (z,y) e R?:

of

81;( )=2(x+yi) et ——(X)=2i(z+yi)

13.1.1.3 Dérivée suivant un vecteur et composantes
On suppose que dim(F) = n et que € = (v1,---,v,) est une base de F. Soit f : U C E — F une applications
de composantes dans %, les applications fy, -, f,, donc f = i fivi. En partant d’une proposition sur les
fonctions vectorielles on a la : -
Proposition 13.1.1. Soit e € E alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) f admet une dérivée au point a suivant e.

(2) Pour tout i € [1,n], 'application f; admet une dérivée au point a suivant e.

Si c’est le cas, on a :

a’) = ZDefi(a)Uz

Remarque. En particulier si dim(E) = p et & = (e1, -+ ,ep) une base de E et on note x1,---,x, les
coordonnées de x € E, avec les notations ci-dessus a savoir € = (v1,...,v,) est une base de F et f1,..., f, les
composantes de f alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Les dérives partielles %(a) pour j € [1,p] existent.

fz . .
x]( a) pour j € [1,p] existent.

(2) Pour tout i € [1,n], Les dérives partielles

auquel cas on a
3fz
8xj Z 8xj

13.1.2 Application différentiable

Pour le moment les études concernant la dérivabilité d’une application en un point sont faites sur des applications
f:I — E ou I est un intervalle de R et E un espace vectoriel normé de dimension finie. Nous allons généraliser
cette notion et on parlera d’application différentiable; les applications concernées étant définies d’une partie
ouverte U d’un espace vectoriel normé F vers un autre espace vectoriel normé F.

13.1.2.1 Différentiabilité en un point

Si f: I — R est une application d’un intervalle I de R vers R et a un point de I, on sait que si f est dérivable
au point a alors pour h réel voisin de 0, on a :

fla+h) = f(a)+ L(h) + he(h)
ol ¢ est une application de V{0} vers R ot V est un voisinage de 0 tel que

lim e(h) =0
h—0
h£0

On s’inspire de cette idée pour donner la définition générale suivante :
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Definition 13.1.1

Soit f: U C E — F une application et a € U. On dit que f est differentiable au point a s’il existe une
application linéaire L € L(E, F), un voisinage V de 0 dans E et une application € : V\{0} — F' tel que :

VheVia+heU et f(a+h)= f(a)+ L(h)+ ||h]le(h)

lim e(h) = 0.
h—0
h#0

\.

Remarque. Si U est un ouvert alors pour tout a € V' ’ensemble
Vo={h€E/a+heU}
est un voisinage de a. On peut dire que f est différentiable au point a si et seulement si il existe L € L(E, F)
tel que lapplication définie sur V,\{h} :
1
VheV,, e(h)= W(f(a +h) — f(a) — L(R))

réalise :

li =
lim e(h)=0

Proposition 13.1.2. Si f est différentiable au point a, ’application L ci-dessus est unique.

Preuve. Si L, L' répondent a la définition ci-dessus, soit « un vecteur non nul de E alors il existe un voisinage

I, =]—a,af de 0 dans R tel que te € V pour tout ¢t € I,. On a alors f(a+te) = f(a)+tL(e)+|t||e|le(te) =

f(a) +tL'(e) + |t|||e]l’ (te) de sorte que [t|(L(e) — L'(e)) = |t|¢(t) avec }ir% ©(t) = 0, donc L(e) = L'(e).
—

Par ailleurs L(0) = L’(0) donc L = L. [ ]

Definition 13.1.2

Si f est différentiable au point a, I’application linéaire L est notée df (a) et appelée différentielle de f au
point a.

Remarques. On fait les remarques suivantes :

1. Si f est différentiable au point a, alors pour h voisin de 0, on a :
fla+h) = f(a) +df(a)(h) + of[[]]).
2. f est différentiable au point a si et seulement si : il existe L € L(E, F) tel que :

fla+h) = fla) L) _

h—0 12l

auquel cas, L = df (a).

Definition 13.1.3

Soit f : U C E — F une application. On dit que f est différentiable sur U si f est différentiable en tout
point de U.

Proposition 13.1.3. Si f est différentiable au point a alors f est continue au point a

Preuve. Comme f est différentiable au point a, on a pour A voisin de 0 :

fla+h) = f(a) = df(a)(h) + [[h]le(h)
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avec lim e(h) = 0, donc : lim f(a + h) = f(a) puisque lim df(a)(h) = 0 par continuité de Papplication
fﬁ;(()) h—0 h—0

linéaire df (a)(dimension finie). [ |

13.1.2.2 Exemples d’applications différentiables

Proposition 13.1.4. E et F sont des espaces vectoriels normés de dimensions finies et f € L(E, F) une
application linéaire de E vers F'. Pour tout ouvert U non vide de F, la restriction de f a U est différentiable
sur U et on a (en notant f cette restriction) :

Ya € U,df(a) = f

Preuve. Soit a € U et h voisin de 0. Par linéarité, on a
fla+h) = f(a)+ f(h) + |hlle(h)
avec £(h) = 0 pour tout h € E, donc en appliquant la définition, f est différentiable au point a et

df (a) = f. u

Proposition 13.1.5. E, F', G sont des espaces vectoriels normés de dimensions finies et f : E X F' — G une
application bilinéaire. Pour tout ouvert non vide U de E X F', la restriction de f a U est différentiable et
pour tout (a,b) € U et tout (h,k) € E X F, on a:

df(a,b)(h7 k) = f(h7 b) + f(a7 k)

Preuve. Soit (a,b) € U et (h, k) € E x F, alors : en posant A = (a,b) et H = (h,k), on a :

f(A+H) = [f((a,b) + (h,k))
= fla+hb+k)
= f(avb)+f(avk)+f(hvb)+f(hvk)

On adopte par exemple la norme ||H|| = sup(]|h]], || k||), alors par continuité de I’application bilinéaire f il existe
une constante positive M tel que pour tout (h,k) € Ex F,on a: ||f(h, k)| < M||h||||k|| < M||(h, k)|, de sorte
que si on pose L(H) = L(h, k) = f(a,k) + f(h,b) pour tout H € E x F,on a:

f(A+ H) = f(A) + L(H) + || H|e(H)

(h
on a lim ¢(H) = 0, ce qui justifie la différentiabilité de f au point (a,b) et que df(a,b)(h,k) = L(H) =

H—0

fla, k) + f(h,b).

Remarque. On a une généralisation : Si F, Fy,--- , E,, sont des espaces vectoriels normés de dimensions finies
m

et f: E= [] Ex — F une application m—linéaire alors la restriction de f a tout ouvert U de F est différentiable
k=1

sur U et pour tout A = (a1, - ,am,) € U et tout H = (hy, -+ ,hy) € E,on a :

de(H):f(hlaa%”' 7am)+"'+f(a1;"' 7am717hm)~

Proposition 13.1.6. Toute application constante f : U C E — F est différentiable sur U et df (a) = 6 pour
tout @ € U ou 0 est I'application nulle de E vers F'.

| Preuve. Pour tout (a,h) € U x E, on a f(a+ h) = f(a) + 6(h) + ||h]|0(h), ce qui prouve le résultat. W

13.1.2.3 Dérivabilité et différentiabilité
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Proposition 13.1.7. Soit [ un intervalle ouvert non vide de R et a € I. Soit f : I — F une application.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) f est dérivable au point a.
(1) f est différentiable au point a.

Si c’est le cas , on a :

Vh € R, df(a)(h) = hf'(a) et f'(a) =df(a)(1) = D1f(a)

Preuve. Supposons que f est dérivable au point a, alors pour h réel voisin de 0, on a : f(a + h) =
f(a)+hf'(a) +o(h), ce qui exprime que f est différentiable au point a et que pour tout h réel df (a)(h) =
hf'(a). Réciproquement, si f est différentiable au point a alors df(a) est une application linéaire de R
vers F' et précisément, on a pour tout h réel : df(a)(h) = hdf(a)(1). On a alors pour h voisin de 0 :
fla+h) = f(a) + hdf(a)(1) + o(h), ce qui donne : f est dérivable au point a et f'(a) = df(a)(1). Par
définition de la dérivée suivant le vecteur 1, on a aussi f'(a) = D1 f(a) [ ]

13.1.3 Différentiabilité et dérivées partielles

Soit E un K — espace vectoriel normé de dimension p avec p € N* et B = (e1,--- ,e,) une base de E. Soit F
un K — espace vectoriel normé de dimension finie , U un ouvert non vide de E et f : U — F une application.

On va voir que si f est différentiable en un point a de U alors les dérivées partielles g—gﬁ:(a) existent et que

%(a) = D., f(a) = df(a)(e;) pour tout ¢ € [1,p]. On verra ensuite que la réciproque n’est pas vraie, mais on
a un résultat si on ajoute es hypothéses supplémentaires.

Proposition 13.1.8. Si f est différentiable au point a alors pour tout vecteur e de E, la dérivée de f au
point a suivant e existe et on a :

Def(a) = df (a)(e)

Preuve. En effet, supposons que f est différentiable au point a, alors f(a + h) = f(a) + df (a)(h) + he(h)
avec €(h) — 0 quand h tends vers 0. En particulier, pour ¢ voisin de 0 dans R, on a f(a + te) = f(a) +
tdf (a)(e) + |t|||elle(te) donc :

L(f(atte) (@) = df(a)(e) + lellalte(re)

avec a(t) = £1, tends vers df (a)(e) quand ¢ tends vers 0. Il en découle que D, f(a) = df,(e) [ |

Proposition 13.1.9. Soit # = (e1,--- ,ep) une base de E, f : U C E — F une application et a € E.
Si f est différentiable au point a alors les dérivées partielles 367);(11) pour j € [1,p] existent et, pour tout
P
h= 73" hje; € E,ona:
=1
J ) o
df(a)(h) = th(a)
&g

Jj=1

Preuve. Conséquence immédiate de la proposition 13.1.8 appliquée aux vecteurs e; de la base B. Précisé-

ment, si h — il hye;, alors : df (a)(h) = il hydf (a)(e;) = il h;De, f(a) = il hy 2L (a) m
j= I= I= 7=

La réciproque de ce résultat n’est pas vraie.On peut méme prouver qu’'une application f peut admettre des
dérivées suivant tout vecteur e au point a sans que f soit différentiable au point a. Cependant, on a le résultat
suivant :

of

Théoréme 13.1.1. Si les dérivées partielle de f au point a a savoir 52-(a); 1 < i < p existent et si de plus,
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2
pour tout h = Y h;e; voisin de 0, on a :
i=1

P
f
fla+h) - Z '8_ =o([I~ll)
alors f est différentiable au point a et :

Vhe E, df(a)(h) = Z hzg—fz(a)

Preuve. Conséquence immeédiate de la définition d’une application différentiable en un point a et vu que
I’application :
p p 8f

est une application linéaire de F vers F. [ |

Exemple. Soit f : R? — R; (x,y) — . Montrons que f est différentiable au

0 s (@) =00
point (0,0) et que df(0,0) = 6 (6 est Papplication nulle de R? vers R.).

Ona: 0 0.0
lim @0 =100 _,,
"0 v
, donc :
of
0,0) =0
2 (0.0)=
de méme of
0,0 0.
0.0~
On a f est différentiable au point (0, 0) si et seulement si, pour (z,y) voisin de (0,0), on a :
L 9f 5‘f
Flo.) = £(0.0) = 250(0.0) =y (0,0) = o( Va7 + 17).
c’est-a-dire :
f(@,y) = o(vVa? +y?).
_ 5 : =<l
En notant X = (z,y) et || X| = /22 + y?, et compte tenu du fait que : , On a
lyl < [1X]
flay) | _ =%l
Nz R
_ =Pyl
112
_
xR
= Xl
—(0,0)

Il en découle que f(X) = o(]|X)]|) quand X — (0, 0), donc f est différentiable au point (0, 0) et df (0,0) = 6.

Régle générale : Soit f: U C R? — F une application et a € U. On note # = (e1,--- ,€,) la base canonique
de RP.
- Si 'une des dérivées partielles de f au point a n’existe pas alors f n’est pas différentiable au point a.
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- Si toutes les dérivées partielles g—i(a); 1 < i < p existent , cela ne suffit pas encore pour dire que f est
différentiable au point a, mais si on prouve que :

flath)~ fla) =Y hiy
i=1

pi

f
-(a) = o(|[R])
pour h voisin de 0 alors f est différentiable au point a et sa différentielle est définie par :

Vhe Eh=> hie; = dfa(h) = Zhia—f(a)

=1 =1

13.1.4 Matrice jacobienne, jacobien

E et F sont deux espaces vectoriels normés de dimensions respectives p et n et & = (e1,- - ,e,) et € =
(v1,- -+ ,vp) des bases respectives de E et F'. Soit U un ouvert de E, f : U — F une application et f1,---, fn
les applications coordonnées de f relativement a %, donc

Vo € B, f(x) =Y filz)v;
i=1

qu’on abrége par :
n
F=>_fwi
i=1

Si z € E on note x1,--- ,x, les coordonnées de = par rapport a % donc

p
xr = E .Z‘j@j
j=1

On suppose que les dérivées partielles %(a), 1 < j < p existent (ce qui revient a dire que les dérivées partielles
J
des composantes de f existent). On dispose de la matrice :

Jyla) = (gj; (a)) 1<i<n

1<i<p

Definition 13.1.4

Avec les notations et les conditions ci-dessus la matrice :
1. J¢(a) s’appelle la matrice jacobienne de f au point @ relativement aux bases % et €.

2. Si E = F et Z = € le déterminant : det (J¢(a)) est appelé le jacobien au point a de f relativement
a la base A.

Exemple. Soit U = R x R* (c’est un ouvert de R? et
3 & 2
fU_>R ;(xvy)’_} (xy77$+y )
)

Alors pour tout (x,y) € U, on a :

y
Ji(@y) =13 -5
1

Lorsque la fonction f : U — E — F est différentiable en un point a, la matrice jacobienne Jy(a) existe et elle
représente la différentielle df (a) dans le couple de bases (£, %) comme le précise le théoréme suivant :
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Théoréeme 13.1.2. Avec les notations ci-dessus, si @ € U et f est différentiable au point a alors Jf(a) est
la matrice de 'application linéaire df (a) relativement aux bases & et €. C’est-a-dire :

J5(@) = mat(df (a)

Preuve. Pour tout j € [1,p], on a :

4 (a)(e;) = D, f(a) = Z (o

ce qui prouve le théoréme. ]

Exemple. Revenons & 'exemple ci-dessus de I’application f : U C R? — R? définie par

fla,y) = <wy gﬂc + y2>

On verra plus tard que cette application est différentiable sur U. Si par exemple a = (1,1), on a la matrice
jacobienne en a :

1 1
Je(a) =11 -1
1 2

donc si h = (hy, h2) € R? alors :

tel que :
hll 1 1 b hy + ho
1
h/Q = 1 -1 = hl — h2
/ h2
hl 1 2 hi 4+ 2hg

Donc, pour tout h = (h1,hs) € R?, on a :

df((1,1))(h1, h2) = (h1 + ha, h1 — ha, hy + 2hs)

13.1.5 Opérations sur les applications différentiables

Les opérations sur les fonctions différentiables vont faciliter 'identification de celles-ci et le calcul de leur
différentielles. Elles concerne, la combinaison linéaire, la composition et le produit via une application bilinéaire.

13.1.5.1 Combinaison linéaire

Proposition 13.1.10. Si f,g : U — F sont différentiables au point a alors f + Ag est différentiable au point

a et d(f + Ag)(a) = df (a) + Adg(a).
Si f et g sont différentiable sur U alors f 4+ Ag est différentiable sur U et pour tout x € U, on a :

d(f + Ag)(x) = df (x) + Adg(x)

Remarques. La proposition ci-dessus nous laisse faire les remarques suivantes :

1. Si on note %, (U, F) 'ensemble des applications de U vers F différentiables au point a alors 2, (U, F') est
un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel .% (U, F') des applications de U vers F.

2. 2(U, F) lensemble des applications de U vers F' différentiables sur U est un sous-espace vectoriel de
Z (U, F). Remarquons que l'on a :

P(U,F) = (| (U, F)

acU
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13.1.5.2 Composition

Théoréme 13.1.3. E| F, G sont des espaces vectoriels normés, U,V des ouverts non vides respectifs de F
et Fet f:U— Fetg:V — G des applications tel que f(U) C V. Soit a € U. Si f est différentiable au
point a et g est différentiable au point f(a) alors g o f est différentiable au point a et :

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a)

Preuve. f est différentiable au point a, donc il existe un voisinage Vi de O dans E, et une application
e1: Vi — F tel que }llin}) e1(h) = 0 et pour tout h € V; :
—

(1) fla+h)= f(a)+df(a)(h) + [|h]le1(h)

»(h)

De méme, g est différentiable au point f(a), donc il existe un voisinage V5 de O dans F, et une application
g9 : Vo — F tel que %ir% ea(k) = 0 et pour tout k € Vs :
—

(2) g(f(a) +k) = g(f(a)) +dg(f(a))(F) + [[|le2(F)

Posons ¢(h) = df(a)(h) + ||h|le1(h), pour tout h € V;. Comme }llin%]cp(h) = 0, il existe un voisinage V' de
—
Op dans E tel que (V) C Vi, donc d’aprés (2), on a pour tout h € V' :

(gofila+h) = g(fla)+¢(h))
9(f(a)) +dg(f(a))(w(h))
+llp(h)lle2((h))

Par linéarité de dg(f(a)), on a :

dg(f(a))(e(h)) = dg(f(a))(df(a)(h))+
[[2]ldg(f(a))(e1(h))
Il en découle que :
(go f)la+h)=I(go f)(a)+ [dg(f(a))odf(a)](h) + ¥ (h)
¥(h) = ||hlldg(f(a))(e1(h)) + lp(h)lle2(¢(h))

Cn(h) Olz(h)

Pour terminer la preuve du théoréme, il suffit de démontrer que (k) = o(||h||) et comme ¥(h) = a;(h) +
as(h) avec

ar(h) = [|hlldg(f(a))(e1(h)) = o([|A])

ag(h) = llp(h)lle2(ep(h))

il suffit en fait de prouver que as(h) = o(||h||). Pour ce faire remarquons que la continuité de I’application
linéaire df (a) implique existence d’une constante ¢ > 0 tel que ||df (a)(h)(x)| < ¢||z| , pour tout = € E.
Cela dit, on a alors :

lea(R)Il = lle(R)lllle2(p(P)]l
= lldf (a)(h) + [|hllex(W)[lle2( (M)
< (e lea®mDllexlem)HIA]

ce qui fournit aisément le résultat désiré, a savoir : aa(h) = o(||h||) quand h tends vers 0 et achéve en
conséquence la preuve du théoréme ci-dessus. ]

On dispose du cas particulier important suivant de le théoréme 13.1.3 :

Proposition 13.1.11. Soit [ un intervalle ouvert non vide de R et U un ouvert non vide de E. Soit ¢ : I — E
et f: U — F des applications. Soit ty € I. Si ¢ est dérivable au point tg et f est différentiable au point

11
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f(to) alors g = f o ¢ est dérivable au point ¢y et on a :

g'(to) = (f 0 ©)'(t0) = df (¢(t0))(¢' (t0))-

Remarques. Voici quelques remarques importantes sur la proposition ci-dessus :

1. Si E=RP, donc v : I — RP avec y(t) = (71(t),- -+ ,7¥p(t)) alors la formule ci-dessus s’écrit :

= Do) 50 t)

2. Une des conséquences de ce qui précéde es la dérivation en chaine :
Soit f:UCE—=F;9:VCF — Gtelque f(U) CV. Soit a € U tel que f est différentiable au point a

et g est différentiable au point f(a). On considére B = (eq,--- ,€p) , € = (U1, ,up) et D = (v1,- -+ , V)
bases respectives de E, F' et G et on note x1,--- ,x, (resp y1,--- ,Yr (resp (21,---,2n))) les coordonnées
dans E(resp( F' (resp G))) , alors, si on note f1,..., f, les composantes de f relativement & la base €,
on a:
of, E(
—(f(a
8% Z &cj ayk ((a))

Preuve. On a :

dgof)
al‘j

(@) = De(gof)(a)

= d(go f)(a)(e;)

= (dg(f(a))odf(a))(e;)
(Fla))(dfa)(e;)
(F@)(De, @)
(7@ (5 @)

h = zr: hkuk,
k=1

(
dg
= dg
dg

Rappelons que pour tout h € F tel que :

on a :

e

k=1

Z 3fk
895] 8303

3yk

En appliquant pour

il vient :

gof), . ~=~0fc,  Og
“on, (a)—kz::la*( >8yk( (a))

La proposition suivante donne la matrice jacobienne d’un composé :
E,F et G sont deux espaces vectoriels normés de dimensions respectives p,r et n et & = (e1,...,€,),.F =
(bi,...,b.) et 4 = (vq,...,v,) sont des bases respectives de E, F et G.

Proposition 13.1.12. Les notations ci-dessus étant prises en compte, soient U un ouvert de £, V' un ouvert
de F, f:U — F et g:V — G des applications tel que f(U) C V. Soit a € U tel que f est différentiable
au point a et g est différentiable au point f(a). Alors la matrice jacobienne de g o f est :

Jgor(a) = Jg(f(a)) x Jy(a)
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Les matrices jacobiennes en question étant calculées par rapport aux bases correspondantes parmi celles
fixées ci-dessus.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du fait que :

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a)

et la propriété concernant la matrice du composé de ceux applications linéaires. ]

13.1.5.3 Produit via une application bilinéaire de deux fonctions différentiables

Soient E, Fy, Fy et GG des espaces vectoriels normés dimensions finies , U un ouverts non vide E. On considére

une application bilinéaire
O Fy x Fy = G (z,y) — O(x,y)

de Fi x Fy vers G. Si f : U — Fy et g : U — F» sont des applications, on note ®(f, g) Papplication de U vers
G définie par :
VeeU, o(fg)(x)=2(f(z),g(x))

Avec les notations ci-dessus, on a la :

Proposition 13.1.13. Si f et g sont différentiables au point a alors ®(f, g) est différentiable au point a et :

d(®(f,9))(a) = @(fa,dg(a)) + (df (a), ga)-

avec f, et g, les applications constantes de U vers F' de valeurs respectives f(a) et g(a).

Exemples. Voici des exemples importants de I’application des propositions ci-dessus :

1. Si F est une algébre normée de dimension finieet f,g : U C E — F alorssi f et g sont différentiables
en un point a de U, la produit fg est différentiable au point a et

d(f9)(a) = f(a)dg(a) + df (a)g(a).

2. Si f: U — R est une application et a € U tel que f(a) # 0 et f différentiable au point a alors il

existe un ouvert V' contenu dans U tel que f(z) # 0 pour tout = € V, donc % est bien définie sur

V. L’application % est différentiable au point a et on a

()10

3. On en déduit que si f,g: U C E — R différentiables au point a et g(a) # 0 alors 5 est bien définie
sur un ouvert V tel que a € V et elle est différentiable au point a et

i a) = L a)g(a) — f(a a
1(2) 0 = @@ - f@dsa,

13.1.5.4 Composé avec une application linéaire

Proposition 13.1.14. E| F, G sont trois espaces vectoriels normés, soit f : U C E — F' une application et
® : F — G une application linéaire et a € U. Si f est différentiable au point a alors ® o f est différentiable

au point a et :
d(®o f)(a) = P odf(a)

Preuve. Si f est différentiable au point a, comme ® est linéaire elle est différentiable sur F' donc au point
a, donc, d’apreés le théoréme 13.1.3, ® o f est différentiable au point a et d(® o f)(a) = d®(f(a)) o df (a) et
comme d¢(f(a)) = ®, on a d(Po f)(a) = ®odf(a). [ |
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Exemple. Soit n € N* et
f: Mp(R) = M, (R); X — X2

“ g: Mp(R) = R; X — tr(X?)
1. Montrer que f est différentiable sur M,,(R) et préciser sa différentielle en tout point A de M,,(R).
2. En déduire que g est différentiable sur M,,(R) et préciser sa différentielle en tout point.
3. Calculer %(A), pour toute matrice A € M,,(R).

Réponse :

1. Soit A, H € M,(R); alors :
fA+H)=(A+H?=A>+ AH + HA+ H? = f(A) + L(H) + ¢(H)

avec L(H) = AH + HA, donc L est lindaire et p(H) = H?, donc, en choisissant une norme
matricielle, on a ||p(H)| < ||H||?, par suite p(H) = o(||H||) quad H tends vers 0. Il en résulte que
f est différentiable en tout point A, on a :

VH € M,(R),df(A)(H) = AH + HA

2. On remarque que g = trof et comme tr est linéaire, I'application du théoréme ci-dessus donne g
est différentiable en tout point A de M, (R) et VH € M, (R),dg(A)(H) = tr(df(A)(H). Ainsi :

Y(A, H) € M,(R)?,dg(A)(H) = 2tr(AH)
3. On a

9y
&xi,j

(A) = Dg, ;9(A) = dg(A)(Ei ;) = 2tr(AE; ;) = 2a;;

13.1.5.5 Différentiabilité et composantes

Proposition 13.1.15. Soit f : U C E — F une application et a € E. On suppose que dim(F) = n et que
v = (V4,...,V,) est une base de F et qye f = Z Sk Vi, c’est-a-dire que fi,..., f, sont les composantes

k=
de f relativement a la base ¥. Alors f est dlﬁerentlable au point a si et seulement si les applications f
pour k € [1,n] sont différentiables au point a, auquel cas on a :

h) = dfila)(n)Vi

Preuve. Si f est différentiable au point a, remarquons que pour tout ¢ € [1,n], on a :
fi=mof

n
onrm: F—=Ram mz) =z ouax=> x;Vg donc ; étant linéaire, elle est différentiable et dm; = m;
k=1
de sorte que f; est différentiable au point a et df;(a) = m; o df (a).
Réciproquement, si pour tout k € [1,n], 'application fi est différentiable au point a, il existe des applica-
tions e, k € [1,n] définies sur W\{0} ou W est un voisinage de 0 tel que :

Vi e [1,n],Yh € W, fi(a+ h) = fi(a) + dfi(a)(h) + || h|le;(R)
avec }llir% g;(h) =0, pour tout ¢ € [1,n]. En sommant, on a :
—
n

S fila+h)Vi=>" fia)Vi+ Zdﬁ(a)(h)v; + 2] Za(h)

i=1 i=1
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ce qui donne :
fla+h= f(a)+ L(h) + [[hlle(h)

avec
n

vh € B, L(h) =Y _ dfi(a)(h)V;

i=1

donc L est linéaire de E vers F' | et :
VheV,e(h) =Y ei(h)
i=1

de sorte que }llir% e(h) = 0 et par unicité de la différentielle, f est différentiable au point a et df(a) = L. B
—
h£0

13.2 Fonction de classe C*, k € N* U {oo}

13.2.1 Fonction de classe C!
13.2.1.1 Définitions, caractérisation

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés de dimensions finies , U un ouvert de E et f : U — F une
application. On dit que f est différentiable sur U si f est différentiable en tout point de U. Dans ce cas, on
dispose d’une application notée df de U vers L(FE, F') qui associe a tout 2 € U P'application linéaire df ().

Definition 13.2.1

Soit f : U C E — F une application. f est de classe C' sur U si f est différentiable sur U et I’application
df est continue sur U.

Exemples. Voici des exemples importants :
1. Si f € L(E, F) alors la restriction de f & tout ouvert U de E est de classe C! sur U

2. Toutes application constante sur U est de classe C* sur U.

Proposition 13.2.1. 1. Si f,g: U — F sont deux applications de classe C! sur U et A € R, alors f+\g
est de classe C* sur U.

2. Si E, F,G sont des espaces vectoriels normés de dimensions finies, U, V' des ouverts respectifs de F
et Fetsif:U— Fetg:V — G sont des applications de classe C'! respectivement sur U et V et
f(U) C V alors go f est de classe C! sur U.

Preuve. 1. Si f et g sont de classe C! elles sont différentiables, donc f + Ag est différentiable et
Ve e U, d(f + \g)(z) = df (x) + Mdg(zx)
et comme df et dg sont continues sur U, I'application d(f + Ag) = df + Adg est continue sur U. Donc

f + Ag est de classe C*! sur U.

2. Comme f et g sont différentiables sur U et V respectivement et f(U) C V, on a go f est différentiable
sur U et :

Vo e U,d(go f)(x) = dg(f(x)) o df (x) = (dg(f(x)), df (x)

avec
O L(F,G) x L(E,F); (u,v) » uowv

qui est une application bilinéaire, donc par un théoréme qui concerne la continuité du produit de
deux applications continues via une application bilinéaire, I’application

d(go f) = ®(dgo f,df)
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est continue sur U. Rappelons que si ¢ : U — Fi,¢, : U — F5 sont deux applications et U :
Fy x F5 — G une application bilinéaire alors W (1, 12) est application qui associé a tout vecteur
x de U le vecteur de G, y = U(¢1(x), a(x)).

|

Théoréme 13.2.1. F et F' sont deux espaces vectoriels normées de dimensions respectives p et n avec
p,n € N*et ¥ = (V1,...,V,) est une base de F. Soit U un ouvert de E et f : U — F une application de
composantes fi, ..., f, relativement & la base ¥ de F. Alors f est de calasse C! sur U si et seulement si
fi est de classe C! sur U, pour tout i € [1,n].

Preuve.
¢ Si f est de classe C' sur U alors en particulier f est différentiable sur U et on a déja vu que :

Vo € U df(z) = df(x)V;
i=1
Pour tout j € [1,n], on note L; lapplication :

Lj: L(E,F)— L(E,R);g=>_ gVi~ Li(g) = g
i=1
Alors g est linéaire donc continue(dimension finie). Par ailleurs, il est clair que :

Vi € [1, N],Vz € U, df;(x) = (L; o df )(x)

Par continuité de df et L;, on a donc df; est continue sur U donc f; est de classe C' sur U pour tout

i€ [1,n].
e Réciproquement supposons que pour tout i € [1,n], f; est de classe C'. On a f est différentiable sur U
et : "
Vo € U df(z) =) df(z)V;
i=1
donc

ol L est I'application :

L:(L(E,R)™ = L(E,F); (g1, .-.9n) = Y _ giVi
1=1

qui est manifestement continue car linéaire. Par suite df est continue sur U donc f est de classe C! sur
U. [ |

Proposition 13.2.2. Soit E une espace vectoriel normé de dimension p et 4 = (e1, - - ,e,) une base de E.

Une application f : U — F est de classe C! si et seulement si les dérivées partielles %; j € [1,p] par
J

rapport a la base A existent et sont continues sur U.

Preuve. Au cours de toute la démonstration E est rapporté a une base € = (e, ..., ¢e,) et on adoptera la
norme définie sur E par :
P
Vo= wzje; |zl = sup |o
j=1 1<j<p

e Supposons que f est de classe C! sur U, donc f est différentiable et par suite ses dérivées partielles %
J

existent. Pour tout j € [1,p], on a :
of

Ve €U, (@) = di(@)(e;) = (s 0 d)(a)
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ou
Lj:L(E,F)— Fyuw— Lj(u) =u(ej)

de sorte que L; est continue car linéaire en dimension finie. Comme

of

4 —L.od
8xj ]Of

6f

on a en vertu de la continuité de df supposée 1a haut que 5 est continue sur U.

f

e Réciproquement, supposons que les dérivées partielles o ex1stent et sont continues, pour tout j € [1, p].

Soit a € U. Soit € > 0. Par continuité des dérivées partlelles au point a, il existe n > 0 tel que :

a+helU
(x) VheE,|h||<n=1 et +
Fh(a+h) - #(a) <

=
p
Soit alors h € E tel que ||h]| < 7, alors on peut écrire :

fla+h)—fla) = flar+hi,...,ap+hp)— flar,...,ap)
fla1 + hi,a2 + ha, ... ap + hy) — f(a1,a2 + ha,...,ap + hy)
+f(ar, a2+ he,...,ap + hp) — flar,a2,...,ap + hy)
+...
+f(ar,a9,...,ap—1,0p + hp) — f(ar,a2,...,ap)
Sans nuire & la généralité et compte tenu du théoréme 13.2.1, on peut supposer que f est a valeurs dans
R. On peut donc appliquer 1’égalité des accroissements finis aux fonctions partielles, donc il existe :
1. ¢; entre ay et a; + hy.
2. ¢ entre as + ho et as

4. cp, entre entre a, et ap + hy

tel que :
of
f(a’+h)7f(a) = h’laixl(claa2+h27"'aap+hp)
of
+h287x2(a1,62, sy Gy hp)
+......
0
+hpax2 (a17a27 < '7apflvcp)
Si on note :

A(h) = f(a+ Zhj o,

ce qui précéde permet de dire que pour tout h € E tel que ||hH <m,ona:

=S
j=1

Avec :
of
Oz,

of

8961( a+ Hj)—

5 —(a)

avec :
H] = (07"'5070j _aj7hj+1,...,hp)
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de sorte que, pour tout j € [1,p], on a ||H;|| < n car la seule composante de H; & examiner est ¢; — a;, et
comme c; est entre a; et a; + hj, on a |¢; — a;| < |h;| < ||| < 7. Il découle de (%) que :

p
h<eY_ |hl =<l
j=1

donc, quand h tends vers 0, on a
A(h) = o(|[Rl])

Il en découle que f est différentiable au point a.
o Il reste & démontrer que df est continue sur U.
ePour tout r € U on a:

Z mi(h 5‘:&

n
ou m; désigne Papplication linéaire : m; : E — R;z — x;, avec . = Y x; V. On a alors :

k=1
df =3 ®(p1, 00)
i=1
ou :
p
e Pour tout i € [1,p], ¢; : U — L(E,R);z — ¢;(x) = m; , avec m;(h) = h;, pour tout h = > hje;. Il en

i=1
découle que p; est continue car constante. ’
e Pour tout i € [1,p], ¢; : U — F;x — chfi(I)’ qui est continue par hypothése.
od : L(E,R) X F — L(E,F);(p,z) = ®(p,x) avec (¢, z)(h) = ¢(h)x pour tout h € E. On a ® est
bilinéaire.
e En appliquant la proposition concernant le continuité du produit d’applications continues via une appli-
cation bilinéaire, on obtient que df est continue, ce qui achéve la preuve du théoréme ci-dessus. ]

13.2.1.2 Quelques propriétés

Proposition 13.2.3. Si f : U C E — F est une application de classe C' de U dans F et v : I — E une
application de classe C! d'un intervalle non trivial I de R vers E tel que v(I) C U alors pour tout o, 8 € I,
en posant a = y(«a) et b =(8), on a :

B
£(b) - f(a) = / df (v(£)) ~ (t)dt.

0%

Preuve. On sait que (fo fy) est de classe C! et pour tout t € I, on a : (f o) (t) = df (y(t)).7(t), donc
S df () A (0)de = [](f o7) (D)t = f(3(8)) — f(3(@)) = f(B) ~ f(a). =

Proposition 13.2.4. Soit U un ouvert non vide connexe par arcs de F et f : U — F une application de
classe C*, alors f est constante sur U si et seulement si df (a) =  pour tout a € U. (6§ désigne I'application
nulle de E vers F.

Le sens direct est évident ; 'autres sens ne ’est pas. On donne la preuve de cette proposition uniquement dans
le cas ot U est un ouvert non vide convexe de F.

Preuve. Supposons U convexe et soit (a,b) € U. Pour tout t € [0, 1], posons v(t) = (1—t)a+tb = t(b—a)+a,
donc 7 est de classe C! sur [0,1] et pour tout ¢ € [0,1], on a v/ (¢ ) = b —a. Remarquons que ¥(0) = a et
~(1) = b donc en appliquant la proposition 13.2.4 , il vient : f(b) ﬁ) df (v(t)).(b—a)dt, or v(t) € U
par convexité et par suite df (y(¢)) = 0, donc f(b ) fla)=0c¢et f( ) f(b) pour tout a,b e U, donc f est
constante sur U. |
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13.2.2 Fonctions de classe C* k € NU {oo}

13.2.2.1 Dérivées partielles successives

On considére un espace vectoriel normé E de dimension p muni d’une base & = (e1,--- ,€p), les coordonnées
k
d’un vecteur x étant notées x1,--- ,x,. Pour k € N*, on définit la fonction ﬁ’ comme suit :
1k 1
_ PY-SNTIN L) ) ..
- Pour k =1, on définit 5~ = 57— si celles-ci existent.
i i

existe et admet la dérivée partielle par rapport & xx41, on pose :

ak+1f _ b 8kf
axikﬂ -+ Oy B axik+l Oz, - Oz,

* o*f
- Pour k € N* tel que 7

K0Ty

Definition 13.2.2

ok f

K0Ty

Definition 13.2.3

On dit que f est de classe C* sur U si f admet toutes les dérivées partielles d’ordre k sur U et celles-ci
sont continues sur U.
On dit que f est de classe C™ sur U si f est de classe C* sur U pour tout k € N*.

Si celles-ci existent les o7, sont appelées les dérivées partielles de f d’ordre k

13.2.2.2 Théoréme de Schwarz

Théoréme 13.2.2. F est un espace vectoriel normé de dimension p et f : U — F une application de classe
C* sur U. Alors pour toute permutation o € .#([1,k], on a :

ok f ok
< Op,_ . Omy, - 01,

Tig (p)

Tig(1)

Dans le cas particulier de k = 2, on la théoréme suivant :

Théoréme 13.2.3. F est un espace vectoriel normé de dimension p et f : U — F une application de classe
C? sur U. Pour tout 4,5 € [1,p], on a :
o’f 0%f
0962-8%- - Ehzjaxl

Remarques. Les remarques suivantes peuvent étre utiles :

p
1) Pour tout j € [0, k], et tout a = (a1,..., ) € [0, k]” tel que > o = j, on note d, I'application :
i=1

9 f

Do : OF(U,F) — C* (U, F); f v 0a(f) = TR
x{" ... O0xp

et une application linéaire.

2) Dans le cas particulier ou p = oo, on peut, pour tout @ = (a1, ...,a,) € NP, considérer ’endomorphsme 9,
de C*°(U, F) défini par :

__9f

oz dxy”

Le théoréme de Sshwarz permet de dire que si a, 5 € NP tel que a = (aq,...,0,) et 8 = (B1,...,08p) et
y=a+ = (a1 + f1,...,q,+ Bp) alors

Vf € COO(UVF)v aaf = aoz(f)

(3'a085 :@;oaa :67.
13.2.2.3 Opérations sur les fonctions de classe C*

Proposition 13.2.5. Soit f,g: U C E — F des applications de classe C* sur U et a € R. Alors f 4 ag est
de classe C* sur U.
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Proposition 13.2.6. E, , Fy, F; et G sont des espaces vectoriels normés et U un ouvert de E. Soit f : U — Fy
et g : U — F, des applications de classe C* sur U et soit B : Fy x Fy — G une application bilinéaire ;
Alors B(f, g) est de classe C* sur U.

On rappel que B(f,g)(z) = B(f(x), g(z)), pour tout = € U.

Proposition 13.2.7. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés de dimensions finies, n = dim(F) ,
% = (v1,- -+ ,v,) une base de F' et U un ouvert non vide de E. Soit f : U — F de composantes f1,- -, fy.
Pour tout k& € N* U {cc}, f est de classe CF si et seulement si les f;,i € [1,n] sont de classe C*

Proposition 13.2.8. Soit k € N*U{oc0}. Si f: U CFE — Fetg:V C F — G sont deux applications de
classe C* sur U et V respectivement tel que f(U) C V alors go U est de classe C* sur U.

Definition 13.2.4

Soit U un ouvert de RP. On appelle fonction polynomiale de U vers R, toute application f : U — R

définie par
F@)=) ama™---ape
mel
ouz = (x1, -+ ,2p) € U, I une partie finie non vide de NP, m € I tel que m = (mq,---,my) et a,, € R

pour tout m € I.

Proposition 13.2.9. Toute fonction polynomiale de U vers R est de classe C* sur U.
Si f et g sont deux fonctions polynomiales sur U tel que Vz € U, g(z) # 0 alors est de classe C*° sur U.

13.2.3 Formule de Taylor d’ordre 2

Proposition 13.2.10. Soit f : U C R? — R™ une application de classe C? et a € U. Alors pour h voisin de
0 dans RP, on a :

flath) = +Zh ;ZZ by () + o)

13.3 Fonction a valeur réelle

Gréace aux propositions sur les composantes d’une application, ’étude d’une application f : U — F' se raméne
a celle d’une fonction g : U — R. C’est pour cela que nous réservons ce paragraphe a de telles fonctions. On se
contentera du cas E = RP puisque tout espace vectoriel normé réel de dimension p est isomorphe a RP.

Dans la suite RP est muni de la norme de sa structure euclidienne canonique, c’est-a-dire celle qui provient du
produit scalaire canonique : Pour = (z1,--- ,2p) et y = (Y1, - ,¥p), O a :

P
y) = Z TrYk
k=1

13.3.1 Gradient

Remarquons que si f : U C RP — R est une application différentiable en un point a de U, sa différentielle df (a)
est une forme linéaire sur RP. Par le théoréme de représentation il existe un unique vecteur qu’on note V f(a)
de RP? tel que

Yh eRP, df(a).h = (Vf(a),h)
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13.3.1.1 Définition, exemple

21

Definition 13.3.1

Soit f: U C RP — R une application et a € U. Si f est différentiable au point a, 'unique vecteur V f(a)

tel que :
Vh € RP,  df(a).h =(Vf(a),h)

est appelé gradient de f au point a.

Proposition 13.3.1. Si f est différentiable au point a et & = (e1,--- ,e,) est la base canonique de RP
alors :

Vi) =Y. oL @er

k=1

Exemples. Quand I’espace d’arrivée n’est pas de la forme RP, on s’y raméne en considérant ’isomorphisme
canonique.
1. f:R? = Ry(z,y) = 2y +x +y et a = (3,4) alors f est différentiable au point a car f est
polynomiale des variables z et y. On a %(x, y)=y—+1et %(x,y) =xz+1,donc Vf(a)=(5,4)

2. Soit f: M,(K) = K, A — f(A = tr(A). Alors pour tout X € M, (K) et tout (i,5) € [1,n]?, on a
0f (X)) = 0i; le symbole de Kronnecker. Il en découle que V f(X) = I,, pour tout X € M,,(K).

8%,‘,]'

3. Soit g : M, (K) — K; X +— det(X). Alors en développant suivant la colonne j, on a :

n

g(X) =) (1) Ay

i=1
ot A;; est le mineur pour la ligne 4 et la colonne j. Comme A;; ne dépends pas de X;;, on a :

9g
3172']'

(X) = (1) Ay

par suite :

Vg(X) = Com(X)

13.3.2 Extrémums sans contrainte

13.3.2.1 Point critique, maximum, minimum, extremum

Definition 13.3.2

Soit f: U C RP — R une application différentiable sur U. Soit a € U. On dit que a est un point critique
de f si df(a) =0, ce qui revient a V f(a) = 0.

Remarque. Cela revient a dire que les dérivées partielles de f au point a sont nulles, donc :

0
vielsl (=0
J
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Definition 13.3.3

Soit f : U — R une application et @ € U. On dit que f admet un maximum (resp. minimum) local au
point a s’il existe » > 0 tel que :

(1) Vaze Bla,r), f(z)<f(a)(resp. f(a) < f(z)).

On dit que f admet un extremum local au point a si f admet un minimum ou un maximum local au
point a.

Si I'inégalité (1) ci-dessus est vérifiée pour tout = € U, on parle de maximum (resp. minimum) global
donc d’extremum global.

Si l'inégalité (1) ci-dessus est stricte sauf pour & = a, on parle de maximum (resp. minimum) local strict,
donc d’extremum local strict.

13.3.2.2 Condition nécessaire d’extremum
Théoréme 13.3.1. Soit f : U — R une application différentiable sur U et a € U. Si f admet un extremum

au point a alors a est un point critique de f

Preuve. Supposons que f admet un extremum au point a. Soit e un vecteur quelconque de R? et considérons
la fonction réelle de variable réelle g définie par g(t) = f(a + te). Alors g admet un extremum au point
0. Comme f est différentiable sur U, le fonction g est dérivable sur un intervalle ouvert contenant 0, donc
¢'(0) = 0 donc (Vf(a),e) =0. Ainsi on a :

Ve e RP, (Vf(a),e) =0

donc Vf(a) = 0, donc a est un point critique de f au point a. ]

Remarques. 1. Cela se traduit dans la pratique par : Avant de chercher les extremums d’une applications
f:U — R, il faut commencer par chercher les points critiques puis chercher parmi ceux-ci les extremums.

2. On donnera des conditions du second ordre dans le sous paragraphe ci-dessous.

13.3.2.3 Conditions du second ordre d’extremum

On commence par donner des rappels et compléments d’algébre linéaire :

Théoréme 13.3.2. Toute matrice réelle symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée. Autre-
ment dit si A est une matrice réelle symétrique d’ordre p, alors il existe des nombres réels Aj,---, A, et

A1
une matrice orthogonale Q tel A = QDQ ou D = est la matrice diagonales de termes

Ap
diagonaux Ay, -, Ap.

Dans tout ce qui suit U est un ouvert non vide de RP et f : U — R est une application de classe C? sur U. On
rappelle la formule de Taylor-Young au voisinage de a & I'ordre 2 :

Flath) = f(a) + (V] %ZZ @)+ e

()Il dlbp()Se de la matrlce carree :
]i ([L) ( ((L))
Li x‘] 1<7;).j<7p

appelée la hessienne de f au point a. Par le théoréme de Shwarz, la hessienne au point a est une matrice réelle
symétrique, donc par le théoréme spectral elle est diagonalisable. Si on note X la colonne des coordonnées de
h, la formule de Taylor-Young ci-dessus s’écrit :

fla+h) = f(a) +(Vf(a),h)+ %(Hf(a)X7X> +IX e (X)
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Théoréme 13.3.3. Soit f : U — R une application de classe C? et a € U un point critique de f (c’est-a-dire
Vf(a) =0). On note Ay,--- , A, les valeurs propres de

_ an
Hy(a) = (8@8%’ (a)) 1<i,j<p

la hessienne de f au point a. Alors :
1. Siles A\j,j € [1,p] sont strictement positives alors f(a) est un minimum local strict de f.

2. Siles \j,j € [1,p] sont strictement négatives alors f(a) est un maximum local strict de f.

Preuve. La formule de Taylor-Young s’écrit :
1
flath) = fla) = 5{Hs(a) X, X) + [|X[*=(X)

e Supposons que les valeurs propres Aq,--- , A, de Hy(a) sont strictement positives.
L’application g : X — (Hf(a)X,X) est continue sur R? car polynomiale en les coordonnées de X dans
n’importe quelle base orthonormée de RP. De plus, on a :

(*) VX eRP, X #0=g(X)>0.

p
En effet si on écrit X = > 2, Vi ott (Vi)i<k<p est une base orthonormée de vecteurs propres de Hy(a) le
k=1

P
vecteur Vi, étant associé & la valeur propre Ag, on a Hy(a)X = Z ALV, done g(X) = Z \gz3 donc
g(X)>0,0r g(X)=0=Vk €[l,p],zr =0, or X # 0, donc g(X) > 0. Comme S = {X € RP/HXH =1}

est une partie compacte de RP, et g continue donc g est bornée sur S et atteint ses bornes, en particulier,

il existe Xy € S tel que g(Xp) = )Ipi%g(X). On a Xy € S, donc || Xp|| = 1 et par suite Xy # 0, donc, en
€

vertu du (%) ci-dessus, on a o = g(Xp) > 0. En particulier, pour tout X € R"\{0},ona: g (\éil\) > a.

donc g(X) > o X||*. Comme )l(imo e(X) =0, il existe r > 0 tel que :

—

@
1) < = ()] < 2
En particulier :

IXI<r = e(x)>-3
S flatX)— fla) = o)+ [X1=(x) > (5 - 3) Ix)?

= fla+X) = fl) = Z]x|°

Il en découle que pour tout X € B(0,7) on a f(a+ X) — f(a) > 0 avec égalité si et seulement si X = 0,
ce qui veut dire que f(a) est un minimum local strict.
e Supposons maintenant qu'’il existe m,q € N* tel que m + ¢ = p et les valeurs propres de Hy(a) sont

P
Ay Amy —Amgd, o —Aprg = —Ap avee Yk € [1,p], A, > 0. S1 X = > 24V}, alors :
k=1

m q
2 2
CL)X = Z )\k.’lik — Z )‘m+kxm+k
k=1 k=1

de sorte que :
-siV =37 Vg, alors :

1 1 i
Vn € N*, Hy(a) (nv)znzx, avec A= A\ >0

k=1
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-si V' =371 Vinyr, alors :
1 1 !
Vn € N*, H¢(a) (nv’) =N, avec N = > Atk >0
k=1

Il en découle et compte tenu de la formule de Taylor ci-dessus que pour n € N* suffisamment grand (
n— 400), on a :

fla+3V) =3 +0()

Fla+ V) = =2 +o ()

ce qui prouve que f(a+ h) — f(a) ne garde pas un signe constant pour h sur un voisinage de 0 et explique
pourquoi on a un point selle. ]

13.3.2.4 Cas particulier de n = 2

Proposition 13.3.2. Soit f : U € R? — R une application de classe C? sur U et a € U un point critique
de f. On note :
0% f 0% f 0% f
r= @(@73 = 8x8y(a>’ = Tyz(a)
appelées notations de Monge. Alors, on a :
1. Sirt —s? >0 alors :
eSir > 0 alors f admet un minimum local strict en a.
e Sir < 0 alors f admet un maximum local strict en a.

2. Sirt —s? < 0 alors f admet un point scelle au point a.

Preuve. Remarquons que rt — s? = det(H(a)) et r +t = tr(H(a). Si on noté Aq, A2 les valeurs propres
de Hy(a) alors on a :

AM>0 et A>0 < AAa>0 et Ay +A>0
& det(Hy(a)) >0 et tr(Hs(a)) >0
o rt—s2>0 et r+t>0
& rt—s2>0 et r>0

La derniére équivalence étant justifiée comme suit : Si 7t — s2 > 0 et 7 +¢ > 0 alors si r < 0, forcément
t > 0 donc rt serait < 0 et alors rt —s? < 0, ce qui n’est pas vrai, donc r > 0. réciproquement si 7t —s2 > 0
et > 0alors r +¢t < 0=t <0 donc rt — s2 serait < 0, chose fausse, donc r 4+ ¢ > 0. [ |

Exemple. Soit f : R? = R, (z,9) — f(z,y) = 2* + y* — (z — y)2. La fonction f est de classe C? car elle
est polynomiale en les variables x et y. On a :

OF (2,y) = 43 — 2( — )

32 oF (z,y) = 49° + 2(z — ).

'Oy
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Donc :
o 2% = 2(z — y)
(z,y) est un point critique <
dy® = —2(z —y)
28 = —y8
=
z —y =223
y=-—x
=
2z = 223
=l
& z=y=0 ou
y=—1
r=—1
ou
y=1

Il y’ a donc trois points critiques : (0,0), (1,—1) et (=1,1). En remarquant que f(X) = f(—X) pour tout
X € R?, on fera I'étude uniquement en (0,0) et (1,—1).
Les dérivée partielles d’ordre 2 de f sont :

82 f

0x2

2 2
(1‘,y) =122° — 2, ;?éfy(zﬂ» =2, %(xay) = 12y2 =%

Il en découle que :

e Au point (1,—1), on a: 7 = 10,5 = 2,¢ = 10, donc rt — s> = 96 > 0 et comme r > 0, f(1,—1) = —2 est
un minimum local strict de f.

e Comme f(1,—1) = f(—1,1) = —2 on a la méme conclusion pour (—1,1).

eEn (0,0) : r = —2,5 = 2,t = —2, donc rt — s2 = 0. On ne peut pas conclure par le théoréme ci-dessus,
on fera une étude par une autre méthode : On remarque que si on pose u, = (%, %), pour tout n € N*

alors lim u, = (0,0) et f(u,) = % > 0 pour tout n € N*. Par ailleurs si on pose v, = (£,0) pour tout
n—-+o0o w0 w0

* . o _ 1-n?
n € N*, on a ngrfoovn = (0,0) et f(vn) = =%

< 0, pour tout n € N* tel que n > 2. Il en résulte que f

n’admet ni minimum ni maximum local en (0, 0).

13.3.3 extremums avec contrainte ou extrémas liés

On cherche dans cette partie a4 déterminer les extremas d’une fonction f : U C E — R de classe C! sous la
contrainte g(x) = 0, ol g est elle-méme une fonction numérique de classe C! sur 'ouvert U. Pour déterminer

{n)in f(x), une approche naive counsiste a tirer de la contrainte g (x1,...,z,) = 0 une relation de la forme
g(z)=0
Zp =@ (21,...,2n—1). On se raméne de la sorte aux techniques d’optimisation du paragraphe précédent :

min f(x) = min Tiyee ey 1,0 (X1, Ty

ning f(z) (wl,..‘,mnfl)eU’f( 1 n—1, ¢ (21 n-1))

ot U’ serait une partie de F & préciser.
Le théoréme ci-dessous donne une réponse plus rigoureuse a la question en utilisant ce qu’on appelle multipli-
cateur de Lagrange :

Théoréme 13.3.4. Soient f et g deux fonctions numériques de classe C! sur I'ouvert U de E et X = {z €
U | g(z) = 0}. Si la restriction de f & X admet un extremum local en a € X et dg(a) # 0, alors il existe
A € R tel que df(a) = Adg(a).

Exemple 1 :
Déterminons min zy. Pour tout (z,y) € R?, posons f(z,y) = 2y et g(x,y) = 2% + y*> — 1.

x2+y2=1
- Les deux fonctions numériques f et g sont polynomiales donc de classe €>° sur I'ouvert R2.
- La partie I" de R définie par I' = {(z, y) €R? | g(z,y) = 0} est un compact car c’est la sphére unité de 'espace
vectoriel normé (R, |.|), il en découle que fjr admet un minimum atteint en un point (zo,y0) € I'.
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- Pour tout (x,y) € R?, on a les expressions des gradients de f et g respectivement au point (z,y) :

Yy T
Vi(z,y) = et Vg(z,y) =2 # 0.
T Y

D’aprés le théoréme ci-dessus, il existe A € R* tel que :

Yo = 2Axg
o = 2)\y0
r g =1

11 en découle apreés calcul que (xg,yo, A) = (:I:% :t%, %) ou bien (zg,yo,\) = (:I:L,ZFL %) D’ou

1
min xy = ——.
r24y2=1 y= 2

Exercice

(CCP 2023)
Soit f l'application de R? dans R définie par f : (z,y) — 4a?+12zy—y?. Soit C = {(z,y) € R?,2* + y? = 13}.

1. Justifier que f atteint un maximum et un minimum sur C'.
2. Soit (u,v) € C un point ou f atteint un de ses extremums.

(a) Justifier avec un théoréme du programme qu’il existe un réel A tel que le systéme (.S) suivant
soit vérifié :

du+ 6v = Au

6u —v=>Av

(b) Montrer que (A —4)(A+ 1) — 36 = 0. En déduire les valeurs possibles de A.

3. Déterminer les valeurs possibles de (u,v), puis donner le maximum et le minimum de f sur C.

_

1. C est la sphére de R? de centre (0,0) et de rayon /13 pour la norme || - ||2 usuelle. C est donc
une partie fermée et bornée de R?. Comme R? est de dimension finie, C' est un compact de R2.
On a aussi C # (0. f est une application polynomiale donc f est continue sur le compact C. Donc
f atteint un maximum et un minimum sur C.

2. (a) Soit g: (x,y) — 22 + 3% —13. g est de classe C' sur R? en tant que fonction polynomiale, tout
comme f. De plus, le gradient de g est Vg : (x,y) — (2z,2y) de sorte que Vg(z,y) = (0,0) si
et seulement si (z,y) = (0,0). On en déduit que Vg ne s’annule pas sur C. Il découle alors, du
théoréme d’optimisation sous une contrainte, qu’il existe un scalaire A (multiplicateur de La-

du +6v = du
grange) tel que V f(u,v) = AVg(u,v). Et on a: Vf(u,v) = AVg(u,v) & \
6u —v =M

] (4—XNu +6v =0 )

(b) (S) est équivalent a que l'on peut voir comme un systéme

6u —(1+Xv =0
linéaire en (u,v) avec un paramétre A. Comme (0,0) ¢ C et que f posséde effectivement des
extremums sur C, ce systéme linéaire a nécessairement au moins une solution non nulle. Ce
qui implique que ce systéme n’est pas de Cramer. Son déterminant (A —4)(A+1) — 36 est donc
nul. En développant, il vient A> — 3\ — 40 = 0. Les solutions de cette équation sont 8 et -5 ,

qui sont donc les deux seules valeurs possibles de .

3. On discute les cas :
- Si A = 8 on obtient, d’aprés (5),v = Zu. Comme (u,v) € C, il vient u? + v? = u? + gu? =
2u? =13. donc u = +3 donc (u,v) € {(3,2), (-3, -2)}.
- Si A = =5 on obtient, d’aprés (5), v —§u Comme (u,v) € C, il vient 3u? = 13. donc u = +2,

done (u,0) € {(2,—3),(=2,3)}. Or, £(3,2) = f(—3,-2) — 36 + 72 — 4 — 104 et f(2,—3) —
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f(=2,3) =16 — 72 — 9 = —65. Comme f atteint effectivement un maximum et un minimum sur
C et qu’elle ne peut les atteindre qu’en ces points, on a donc maxe f = 104 et ming f = —65.

(inégalité arithmético-géométrique) :
Soit n >2et f:R” =R, (z1,...,2,) — 21 - Zp. On note :

= (xl,,,,,xn)ER1;$1+...+1'”:1}.

1. Démontrer que f admet un maximum global sur I et le déterminer.
2. En déduire I'inégalité arithmético-géométrique :

V(z1,...,2n) € RY,

1. On commence par remarquer que I' est compact. En effet, I' est clairement fermé. De plus, pour

(1,...,2n) € R}, ona||(21,...,2,)|; =21+ - -+x, < 1, et donc I' est borné. C’est une partie compacte
de R™ et f, qui est continue sur I', admet un maximum global sur I', atteint en a. De plus, puisque
f(z1,...,z,) s’annule si un des z; est nul, il est clair que a €]0,4+00[*. Posons g(z) = z1 + -+ - + .

Par le théoréme des extrema liés (ou multiplicateurs de Lagrange), il existe A € R tel que, pour tout
ie{l,...,n},ona

of dg
oz, (a) = Aazi (a) = A.
Or,
of ., _ fla)
8.%‘1' (ll) - a;

Puisque f(a) # 0, on a A # 0 et tous les a; sont égaux (a
en déduit que f atteint son maximum sur I" en le point (1
2. La question précédente prouve que, si (21,...,2,) €

n 1 n
v H z; < o Z ;.
=1 1=1

Dans le cas général, on se raméne & ceci en posant x; =

f(a)/X ). Mais, puisque a1 + -+ a, =1, on
/n, ..., 1/n). Ce maximum vaut 1/n".
[0,4+00[™ satisfait 1 + -+ 4+ x, = 1, alors

Ty

)
T4

g

i=1

n
qui vérifie #} + -+ ], = 1. De ¢/ [] #; < 1, on déduit I'inégalité demandée.
\/ i=1

13.3.4 Application a la géométrie différentielle

Dans tout ce sous-paragraphe p est un entier naturel non nul et £ = R? est muni de sa structure canonique
d’espace euclidien.

13.3.4.1 Vecteur tangent, variété tangente

Soit I' une partie non vide de RP. Un vecteur v de RP est dit tangent & I" en un point a de I' sl existe un arc
paramétré (] — e,e[,y) de classe C! tel que y(I.) C T et v(0) = a et 7/(0) = v. (ici I. =] —¢,¢[.) On note T,T,
I’ensemble des vecteurs de E tangents a I' au point a. L’ensemble :

V, = a+ T,T = to(T,T)

image de T,I" par la translation ¢, de R? de vecteur , a s’appelle la variété tangente a I" au point a. Si T,T" est
un sous-espace vectoriel de RP alors V,, s’appelle variété affine tangente a I' au point a.
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Remarque. Il existe une définition plus générale de vecteur tangent a une partie a savoir : Soit F un espace
vectoriel normé réel et I' une partie non vide de F et soit a € I'. Un vecteur v de E est dit vecteur tangent au
point a a T §'il existe une suite (z,) € (I'\{a})" et une suite (a,,) € R." tel que :

(Z) nEI—{-loc Tn =4
(i) T (an(en —a) = v

13.3.4.2 Lignes de niveau, surfaces de niveau

Si f:U C RP — R est une application différentiable alors pour tout nombre réel ¢, le sous ensemble I'. de U
tel que :
L= {X € U/f(X) = ¢}

s’appelle ligne de niveau si p = 2 et surface de niveau si p = 3. Généralement on I'appelle une équipotentielle.

13.3.4.3 Plan tangent i une surface de niveau f(z,y,2) =0

Soit f: U C R® — R une application différentiable sur U et soit I' = {X € U/f(X) = 0}. Soit a € T tel que
Vf(a) # 0. On peut démontrer et on admet que la plan (RA(f)(a))* est I'espace tangent a I' au point a. On
peut cependant démontrer une inclusion a savoir, tout vecteur tangent a I' au point a est orthogonal au vecteur
V(f)(a). En effet si (J,7) est une arc de classe C* tracé sur I alors V¢ € J, f(7(t)) = 0, donc f o~ est constante
sur J, donc sa dérivée est nulle sur J, ce qui veut dire : V¢ € J,(Vf(t),7'(t)) = 0 et traduit que 7' (t) LV f(t)
pour tout t € J. Si J =] — a,af et y(0) = a et 7/ (0) = V alors (Vf(a),V) =0, donc V € (RV(f)(a))*. Notons
que le plan affine tangent & I' au point a, est le plan affine a + T,I". d’équation :

<X - a,Vf(a)) =0

c’est-a-dire :
of

v (a) + (x2 — ag)

(1 —ay) (a)—l—(a:g—ag).—[(a) =0

"Ors

13.3.4.4 Gradient et dérivée directionnelle

On aura besoin de la proposition suivante qui est une conséquence immédiate de I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et son cas d’égalité :

Proposition 13.3.3. Pour tout x,y € RP, on a :

(@, ) < l=[lllyll,

avec égalité si et seulement si x et y sont directement colinéaires.

Preuve. Rappelons que I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans ’espace euclidien R? dit que pour tout z,y € RP
on a

(=, y)| < llz(llyll

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

11 en découle en particulier que : {x,y) < ||z|/||y]|. Supposons que cette derniére inégalité est une égalité,
alors on a le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz a savoir x = 0 ou z # 0 et y = ax avec a € R et de plus
(x,y) > 0, ce qui donne A > 0 donc x et y sont directement colinéaires. Réciproquement cette derniére
condition donne I’égalité : (z,y) = ||z||||y|l- [ |

Proposition 13.3.4. Soit f : U C R? — R différentiable sur U, et a € U tel que Vf(a) # 0. Alors la
valeur maximale de D, f(a) ol e est un vecteur unitaire correspond au cas ou e et V f(a) sont directement
colinéaires , c’est-a~ dire ou il existe a > 0 tel que V f(a) = ae

Preuve. g(t) = f(a + te). On sait qu’il existe un voisinage V' de 0 tel que g est dérivable sur V' et pour
toutt € V,ona:
g'(t) = (Vf(a+te)e)
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en particulier :
Def(a) =g'(0) = (Vf(a)e)
donc par la conséquence ci-dessus de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

Def(a) < [IVf(a)lllle]

avec égalité si Vf(a) et e sont directement colinéaires. Or le cas d’égalité correspond au fait que D, f(a)
est maximale, ce qui prouve la proposition. ]
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