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Chapitre 12

Probabilités

12.1 Rappels et compléments

12.1.1 Espace probabilisé
12.1.1.1 Tribu

Definition 12.1.1

Soit 2 un ensemble . On appelle tribu sur €2, toute partie 7 de P(Q) tel que :
(i) QeT
(i) VX eT,XeT
(iii) Pour toute famille au plus dénombrable (X;);cr d’éléments de T, on a igf A, eT.

Le couple (2, T) s’appelle espace probabilisable.

Remarques. Si (2,7) est un espace probabilisable, alors :
1. Si T est une tribu sur 2, tout élément A de T s’appelle : événement de 'espace probabilisable (€2, T)
2.0eT

3. VA, BeT,ona: AUB,ANB,A\B, AAB sont dans T.

4

. Pout tout Ay, -+, A, €7T,ona: k[LJl Ay et ’fﬁ Ay, sont dans 7.

=1
5. Pour toute famille (A,,),>¢ d’éléments de T, goAk eT.

12.1.1.2 Tribu engendrée par une partie

Soient Q2 et I des ensembles.

| Proposition 12.1.1. Si (7;);er est une famille de tribus sur Q alors 7 = N;ec;7; est une tribu.

| Preuve. Elémentaire, en utilisant la définition d’une tribu. |

Considérons une partie &/ de 2(Q) et soit T 'ensemble des tribus T tel que & C T. On note T ()
I'intersection de toutes les tribus éléments de T, c’est-a-dire :

T()= n T.

TETA

La proposition 12.1.1 ci-dessus montrer que 7 (&) est une tribu. On a :

Proposition-Définition 12.1.1. 7 (<) est la plus petite tribu sur € contenant «. T (/) s’appelle la tribu
engendrée par .o

Preuve. Soit S une tribu tel que & C S, alors S € Ty, par suite TﬂT T cCS8,done T(&) CS. [ |
€la
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Remarques. On donne les remarques suivantes :
1. Si A; et Aj sont deux parties de p(2) alors :

A C Ay = 7xf41)C:7~@42)

2. TH{0}) = 7, = {0, }
3. Si A est une tribu de Q alors 7(A) = A.

Preuve. 1. La tribu 7 (&%) contient %, et comme & C o, elle contient 27 et comme T (<) est la
plus petite tribu contenant <7, on a T (<) C T (%4).

2. La plus petite tribu contenant () doit contenir Q = (¢, donc elle doit contenir 7, = {0, 2}, or T, est
elle méme une tribu, donc 7({0}) = T.

3. Si A est une tribu, il est clair que A est la plus petite tribu contenant A.

12.1.1.3 Un exemple : la tribu borélienne de R

Definition 12.1.2

Soit & P’ensemble des ouverts de ’ensemble R des nombres réels muni de la valeur absolue. La tribu de
R, engendrée par & s’appelle la tribu borélienne de R, notée Bg.

Ainsi la tribu borélienne Bgr de R est la tribu 7(&) engendrée par les ouverts de R. On donne le théoréme
suivants et des remarques qui lui sont attachées. Le théoréme sera d’une utilité importante par la suite. Avant
de donner ce théoréme, on donne et on démontre un lemme :

Lemme 12.1.1. Tout ouvert non vide de R est un réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts bornés.

Autrement dit pour tout W € 0, il existe une partie I de N tel que W = | ]Jan, b,[ avec pour tout n € I,
nel
an,b, € Ret a, <b,.

Preuve. Soit O un ouvert non vide de R. Pour tout = € O, il existe u,v € R tel que = €]u, v[ et Ju,v[€ O.

Par densité de Q dans R, il existe r(x),r'(x) rationnels tel que u < r(z) < = < 7'(z) < v. Il en découle

que O = Uo]r(x),r’(x)[. Si on note I(x) =]r(x),r'(z)[, alors 'ensemble J = {I(z)/x € O} est au plus
[S

dénombrable car 'application : ¢ : J — Q2% I(x) ~ (r(z),r'(x)) est injective et Q2 est dénombrable.

¢ est injective car si I(x) =]r(x),r’ ()] et I(y) =]r(y),r (y)] sont deux éléments de J avec z,y € O, si

o(I(z)) = ¢(I(y)) alors r@) =ry) , ce qui veut dire I(z) = I(y). [ |

r(x) =r'(y)

Théoréme 12.1.1. La tribu borélienne By est égale a la tribu engendrée par ’ensemble des intervalles de
la forme | — 00, a] avec a € R.

Preuve. Notons A = {] — 00, a]/a € R}. Nous allons démontrer que Br = 7 (A).
e Soit W € & un ouvert non vide de R, alors en vertu de lemme 12.1.1, W est une union au plus dénom-

brables d’intervalles de la forme Ja, b[ avec a < b. Or un tel intervalle s’écrit : ]a, b[=] — 0o, b[\] — 00, a] et
comme ] — 00,b[= |J |—00,b— L], on ala,ble T(A), donc W € T(A) et Bg C T(A).
neN*

e Réciproquement si a € R alors on a :
] —00,a] =] — o0, a[U{a}

et : ) .
{a} = ﬂ ]a—n,a—i-n{
neN*

ce qui montre que | — o0, a] s’obtient a partir de parties ouvertes de R par intersection au plus dénombrable,
différence et union finie, donc | — 0o, a[ est bien un élément de la tribu engendrée par & donc A C By, et
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par suite 7 (A) C T (Bgr) = Bg. [ |
Outre le cas ou A est 'ensemble des intervalles de la forme ] — 0o, a] avec @ € R, on a aussi et on peut le
démontrer : Bg = T (<) pour les cas suivants :

1. o/ 'ensemble des intervalle de R.

2. o Pensemble des intervalles ouverts bornés |a, b[ (resp. [a,b], [a,b],]a,b] avec a,b réels a < b.)
3. o Pensemble des intervalles de la forme reps. | — 0o, a] avec a réel.

4. of Pensemble des intervalles de la forme [a, +00[ (reps. ]a, +00[) avec a réel.

On s’intéressera plus au cas ol & = {| — 00,a]/a € R}, qui sera & la base de la définition de la fonction de
répartition d’une variable aléatoire réelle.

Preuve. Note sur la preuve(non nécessaire dans une premiére lecture) : Tenant compte du fait que que
tout ouvert de R est un réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts bornés, on procéde comme suit :

e Pour montrer que la tribu borélienne est engendrée par les intervalles de la forme |a, b], on peut remarquer
que Ja, b[= UI]a7 b— %] ol I est 'ensemble des entiers naturels non nuls tel que a < b — %, ainsi la tribu
ne
engendrée par les intervalles de la forme ]a, b] contient celle engendrée par les ouverts , or un intervalle de
la forme ]a, b] peut s’écrire |a, b] = ﬂN Ja,b+ %[, d’ou 'inclusion réciproque.
neN*

e Finalement pour les intervalles de la forme | — 00, a] on peut remarque que si (a,) est une strictement
décroissante de nombre réels tel que lim a, = —co et ag = a alors | — 0c0,a] = U Jant1,a,] et on
n—-+o00 neN

vient de voir que les intervalles de la forme |z,y| avec z,y € R et & < y sont des éléments de la tribu
borélienne. Réciproquement un intervalle borné ouvert Ja, b] peut s’écrire Ja, b[=] — oo, b]\] — 00, a]\{b} et

{by= 0 Jo—7.0].

12.1.1.4 Probabilités

Definition 12.1.3

Soit (€2, 7) un espace probabilisable. on appelle probabilité sur cet espace toute application P: T — R
tel que :

1) P(Q) =1

oo too
(2) IP’(—@O A,) = > P(A,) pour toute famille (A4,,) d’éléments deux a deux disjoints de 7.

n=0
le triplet (2, 7,P) est appelé espace probabilisé.

Remarques. On considére un espace probabilisé (Q, 7,P), alors :

1. Si (A,,) est une famille d’événements deux a deux disjoints alors lim P(A,) = 0.

n— 400
2. P(0) =0
3. VA, BeT telque ANB =10, onaP(AUB) =P(A) +P(B).
4. VA,BeT,P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
5. P(A°) =1 —P(A) pour tout A€ T.
6. Pour tout A,Be€ T,ona: AC B=P(A) <P(B).
7. Pour tout A € T, on a P(A4) € [0, 1].
8. Pour toute famille (Ay)o<k<n d’événements, on a P(kﬁo Ap) < > P(Ag)
= k=0
“+o00

9. Pour toute famille (A, )nen d’éléments de T, on a : P ( UN An> < P(A,), le second membre de cette

ne n=0

inégalité appartient & Ry U {400}.
10. Si Q est au plus dénombrable, le choix 7 = P(Q) est le plus usuel.

11. Si (Q,T,P) est un espace probabilisé, un élément de la tribu 7 s’appelle un événement.
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Preuve. 1. Comme la série Y " P(A,,) est convergente, le résultat en découle immédiatement.

2. Posons A,, = () pour tout n € N, alors (A,),>o est une famille d’événements deux a deux disjoints,
done, compte tenu du 1) ci-dessus, la suite constante P((}) converge vers 0, d’ou P(0) = 0.

3. Posons 4g = A,A; = B, A, = 0,Vn > 2, alors (4,,)n,>0 est une suite d’événements deux a deux
disjoints, et par Paxiome (2), on a P(AU B) = ]P’(nLEJNAn) = ZX::Z]P’(A,L) = P(A) + P(B) puisque
P(A,) =P(0) =0,Vn > 2.

4. On a A = (A\B)U B et (A\B)N B = 0, donc P(AU B) = P(A\B) + P(B). On a P(A) =

P(A\B) 4+ P(A N B) (mémes arguments), il en découle que P(A\B) = P(A) — P(A N B). Compte
tenu de (1) et (2), on a: P(AU B) =P(A) —P(AN B) + P(B).

5. Il suffit d’appliquer 'une des propriétés précédentes a A et A°.

6. Si A C B, alors B =AU (B\A) et c’est une réunion disjointe, donc P(A) = P(B) + P(A\B) donc
P(B) < P(A).

7. Comme § C A C Q, on déduit d’aprés la remarque ci-dessus que 0 = P(Q2) < P(A) < P(Q) =

8. Par récurrence sur n : Pour n = 0 on a égalité, pour n =1, on a
IP(A()) + P(Al) = IP(AO @] Al) + IP(AO n Al),

d’ou le résultat. Si la propriété est vraie pour n € N, on a

(5 a) =28 a) Uaen).

Comme la propriété est vraie pour n =1, on a

P ((kgo Ak) U AnH) <P <k@0 Ak) +P(Any1).

On conclut en appliquant 'hypothése de récurrence.

9. Notons que la série > P(A,) est une série a termes positifs donc deux cas sont possibles : soit
+oo
> P(A,) = +00 et I'inégalité & prouver est vérifiée puisque le membre de gauche est un réel (par
convention Yz € R,z < +00), soit la série est convergente de somme ¢. Si on pose By = Ay et
B,=A,\ U A, alors:

0<k<n—1

eles B, sont des événements deux & deux disjoints, en effet si p,q € N tel que p < ¢, on a B, =

q—1
A\ kUO Ay, donc pour tout x € By, onax ¢ A,, donc = ¢ B,.
eOn a: CI By = CJ Ay, en effet pour tout n € N, on a B, C A,, C U Aj. Réciproquement,soit

w € U Ak, siw € AO alors w € By, donc w € U By, sinon soit £ le plus petit entier naturel de
I1, n]tel quez € Ay alors 1 <{<netw ¢ A],V] E [[0 {—1] et w € Ay, donc w € By et finalement

w € U Byg. 11 en résulte aussi que A = U A, = U0 B,,, donc :
=0 n=

P(A) = io]P’(B

= lim IF’( U Bk)

n—-+oo

= lim IF’( U Ak)

n—-+oo

IN

nkrfw;P(Aw

IA

i D P
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12.1.1.5 Construction de probabilité dans le cas ¢ fini
Sin e N* et Q = {wy,...,wa} alors toute probabilité sur lespace probabilsable (2, 2(Q2)) est parfaitement

determinée par un élmént p = (p1,...,pn) € R} tel que Z pr = 1. La donnée de p permet de construire P
=0
comme suit :

e Pour tout k € [1,n], on pose P({wy}) = p.
e Pour toute partie A de Q, on pose P(A) =0si A=0et P(4) = > P({w}si A#0.
A

wEe
e Réciproquement si P est une probabilité sur (2, 22(Q)) alors en notant py = P({wy}), pour tout k € [1,n], on
n
ap=(p1,....,pn) ERY et > pp=1.

12.1.1.6 Construction de probabilité dans le cas {2 dénombrable
Si Q = {w,/n € N} alors toute probabilité sur l'espace probabilsable (2, 2(Q)) est parfaitement déterminée

“+o0

par une famille p = (p,,)n>0 de nombres réels positifs tel que Y pr = 1. La donnée de p permet de construire
k=0

P comme suit :

e Pour tout n € N, on pose P({w,}) =p

e Pour toute partie A de €, on pose P(A) =0si A=0et P(A) = > P{w} si A#0D.

wEA
e Réciproquement si P est une probabilité sur (Q, Z2(Q2)) alors en notant p, = P({w,}), pour tout n € N, on a
+oo
P = (Pn)n>0 est une famille de réels positifs et > p, = 1.
n=1

12.1.1.7 Continuité monotone séquentielle

Proposition 12.1.2. Soit (€2, 7,P) un espace probabilisé. Alors :
e Pour toute suite croissante (A,),>1 d’événements, on a :

lim P(A,) =supP(4,) =PUA,)

n——+oo n n

e Pour toute suite décroissante (A,,),>1 d’événements, on a :

lim P(A,) =infP(4,) =P(NA,)

n—-+oo n n

Preuve. Soit (A, )nen une suite croissante d’événements et A = UN A,. Posons By = Ag et pour tout
n

B, = A\ :Q(l) Ap. Alors :

e Les B, sont deux & deux disjoints. En effet si n,m € N tel que n < m Soit w € B, alors w € A,, et
w & Ap,Vk € [0,m — 1], en particulier w & A,,.

eOna:VneN A, = kgo By. Eneffet, By, C A C A, pour tout k € N donc kQO By C A,. Réciproquement,
soit w € A,. Si w € Ay alors w € By, sinon, on a forcément n > 1 et w &€ Ag et 35 € [1, n]] x € Aj.
Choisissons j minimal, donc x € Aj et © & Ay, Vk € [0,5 — 1], c’est-a-dire : 2 € B;, donc x € U By
Notons que d’aprés ce qui précéde on a aussi A = UNA = nU B,, et les B,, deux a deux dlSJOlIltS n te 1

que w € N. prenons n minimal donc w € A,, et w & Ay, Vk € [0,n—1]. donw € B La suite réelle P(A,,)

est majorée ( par P(A) ), croissante, donc elle est convergente. Comme P(A,,) = Z P(By), on a

i F(4,) = 3 5(5,) < 54

Soit (A;) une famille décroissante d’événements, alors la famille (AS) des complémentaires est croissante.
D’aprés le premier point ci-dessus, on a :

P( U AS) = lim P(AY) =supP(AS).

neN n—+00 neN
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Comme .
U A5 = ( N An) ,
neN neN

1-P(N A,) = lim (1-P(4,))=1— lim P(A,).

neN n—-+oco n——+o0o

on a :

Cette derniére égalité est justifice par la convergence de la suite P(A,) qui est décroissante positive.
Finalement, et compte tenu de la décroissance de la site P(A,,), on a :

P(Nn A,)= lim P(4,)= inf P(4,)

neN n——+00 neN

12.1.1.8 Evénement négligeable, événement quasi certain :

Definition 12.1.4

Soit (2, 7,P) un espacé probabilisé. Un événement A € T tel que P(A) = 0 est dit négligeable.

Proposition-Définition 12.1.2. Soit (2, 7,P) est un espace probabilisé et A € T alors les assertions sui-
vantes sont équivalents :

1. P(A) =1
2. VX € T,P(ANX) =P(X).

Si une d’elles est vraie, on dit que A est un événement quasi certain.

Preuve. Supposons qu'on a (1). Soit X € 7, alors X = (X N A) U (X N A°), I'union étant disjointe, donc
P(X) = P(AN X) +P(X N A). On a X N A° C A° et P(A°) = 1 — P(A) = 0, donc P(X N A¢) = 0 et
finalement P(A N X) = P(X).

Réciproquement il suffit de prendre X = Q2. ]

12.1.2 Indépendance, Probabilité conditionnelle

12.1.2.1 Evénements indépendants

Definition 12.1.5

Soit (2, 7,P) un espace probabilisé. et (A;);cs une famille quelconque d’événements. On dit que les

événements A; sont indépendants si pour toute partie K finie non vide de J on a P(kﬂK Ag) = | I P(Ag).
€
keK

On dit aussi que les événements (A;);cs sont mutuellement indépendants.

Exemples. On lance deux fois de suite un dé non truqué et on marque le couple de nombres obtenus. On
considére les événements suivants :

A : « Obtenir 1 au premier lancé ».

B : « Obtenir 2 au deuxiéme lancé ».

C : « Obtenir 1 ou 2 au premier lancer ».

Alors A et B sont indépendants tandis que A et C' ne sont pas indépendants. En effet, on a : card(A) =
card(B) = 6 et card(AN B) =1 et card(C) = 12 et card AN C = card(A) = 6, alors :

1 1

Tandis que :
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et

12.1.2.2 Probabilité conditionnelle

Proposition-Définition 12.1.3. (€2, 7, P) est un espace probabilisé et B € T tel que P(B) # 0. Pour tout
X €T, on pose :
P(XNA)

P(B)
Alors Pp est une probabilité sur (€2, 7) appelée probabilité conditionnelle(conditionnée par ’événement
B). Le réel Pg(X) noté aussi P(X|B)

Pp(X) =

Preuve. o1l est clair que Pg(X) € R, pour tout X € 7.

eOn a Pp(Q) = P%E;?) = ngg =1.

o Si (A, )nen est une famille d’événement deux a deux incompatibles et A = |J A,, alors :
neN

Po(A) = P ((”ggg)) n B) ) P (nLEJNIP()?;)m B))

Or (A, N B),en est une famille d’événements deux a deux disjoints, donc :

(UA mB) > P(A.NB)

neN neN
ce qui fournit :

B<UAn>Z P(A, mB S P4,

neN neN neN
Donc Pg est une probabilité sur (2, 7). [ |

Remarques. On peut faire les remarques suivantes :

1. Si B e T alors Tg = {XNB/X € T} est une tribu sur B. On dispose de I’espace probabilisable (B, Tg).
Si de plus P(B) # 0 alors Pp définie sur 7p par : Pp(X) = % est une probabilité sur (B, 7g). On
dispose ainsi de l'espace probabilisé : (B, Tg,Pp)

2. Si A et B sont deux événements tel que P(B) # 0, alors Pg(A) = P(A) si et seulement si A et B sont
indépendants.

12.1.2.3 Formule des probabilités totales :

Definition 12.1.6

Soit (2, 7,P) un espace probabilisé. On appelle systéme complet d’événements toute famille (A;);ecr
d’événements tel que :

(i) I est non vide au plus dénombrable.
(i) Vi e I,P(A;) #0 et
(iii) (A;)ier est une partition de .

Proposition 12.1.3. Soit (£2, 7,P) un espace probabilisé et (A;);c; un systéme complet d’événements de
(Q,T,P) avec I fini. Alors, pour tout X € T, on a :

X)=> P(A)P

i€l

Remarques. On peut faire les remarques suivantes :
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1. sion considére, en général, une famille au plus dénombrable (4;);c; d’événements tel que Vi € I,IP(A;) #

0 et (A;)ier est une partition de Q alors on a : VX € T,P(X) = Y P(4;)P4,(X).
i€l
2. Si A est un événement tel que P(A)(1 —P(A)) # 0 alors :

VX € Q,P(X) =P(A)PA(X) + P(A°)P 4 (X).
12.1.2.4 Formule des probabilités composées :
Proposition 12.1.4. Soit (2, 7,P) un espace probabilisé et A et B deux événements tel que P(A) # 0 et

P(B) # 0 alors : P(B)Pg(A) = P(A)PA(B)

Preuve. C’est une conséquence immeédiate de la définition des probabilités conditionnelles : On a P(A|B) =

A A
Pé,,(g)B et P(B|A) = P(PBEQ) ) donc :

P(AN B) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A)

Une classe est composée de 30 éléves répartis sur quatre rangés comme suit suivant les rangée et le nombre des
garcons et de filles :

1. : Rangée I : 4 garcons et 4 filles.

2. : Rangée II : 3 garcons et 4 filles.
3. : Rangée III : 4 garcons et 3 filles.
4. : Rangée IV : 5 garcons et 3 filles.

I\ I1I|III |1V
G|4] 3] 4 | 5 |16

4

8

On résume cette configuration par le tableau suivant : .
F 4 | 3 3 |14

7 7 8 |30

On fait un tirage au sort d’un éléve de cette classe.
1. Quelle est la probabilité que ce soit un garcon sachant qu’il a été tiré dans la rangée 1117
2. Sachant que ’éléve tiré est une fille, quelle est la probabilité que ce soit dans la rangée 1117

On introduit les événements suivants :

R3 : « L’éléve tiré est dans la rangée 3 »

G : « L’éléve tiré est un gargon » Puisqu’il y a quatre rangées et qu’elles ont la méme chance que 1’éléve tiré

provienne de chacune d’elles, on a P(R3) = o=.

Le nombre totale des gargons dans cette classe a 30 éléves est 16, donc P(G) = % = =.
1. P(G|R3) = # car la rangée R3 comprends 4 garcons et 3 filles.

2. D’apreés la formule des probabilités composées, on a :

P(R3)
P(Rs|F) = P(F
Or P(F|R3) = 2 et P(F) = %, il vient :
3715 3
]P F = —_— =
(Rs|F) 7307 14

Remarque. On peut généraliser cette formule sous la forme suivante :

n—1
Soit n € N,n>2et Aq,..., A, des événements tel que P ( N A;C> % 0. Alors, on a la formule :
k=1

n n k—1
P (ﬂ Ak> =P(A) [P | Akl ) 4,
k=1 k=2 j=1
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Preuve. Par récurrence sur n :

e Pour n = 2, la formule s’écrit : P(A; N Az) = P(A;)P(A42]A;1) avec P(A;) # 0. Clest la définition de la
probabilité conditionnelles.

e Soit n € Nyn > 2 tel que la propriété ci-dessus est vrai pour n. Soit Aq,..., A, A,11 des événements tel
que B, = (;_, Ay réalise P(B,,) # 0 et notons A = ﬂZLl Ai.Ona A= B,NA,;1, donc :

P(A) = P(B,,)P(An+1|Bn)

Par hypothése de récurrence et compte tenu que P(B,_1) # 0 puisque B, C B,_1 et P(B,) # 0 (ici
B,_1 = ﬂZ;% Ag),on a:

n n—1
P(B,) =P(A1) [P ( Akl () 4;
k=2 j=1

Il en découle que :

n n—1
P(A) = |P(A) [P | 4kl () 45 | | P(Ansa]Bn)
k=2 j=1

Donc :
n+1 n+1 k—1
P(ﬂ Ak> =P(A) [P | Al )4
k=1 k=2 j=1
ce qui achéve la démonstration par récurrence. ]

12.2 Variables aléatoires

Dans toute la suite, (€2, T,P) est un espace probabilisé.

12.2.1 Définitions, premiéres propriétés

12.2.1.1 Définitions

Definition 12.2.1

On appelle variable aléatoire réelle sur (2, 7, P), toute application : X : Q — R tel que : Va € R, X (] —
oc,a]) € T.

Remarques. On peut faire les remarques suivantes :

1. Soit X une v.a.r sur (Q,7,P). Si B est 'ensemble des parties de R, obtenues a partir des intervalles de
la forme I, =] — 00, a] et les opérations sur les ensembles : union au plus dénombrable et complémentaire
par rapport a 2 (donc intersection au plus dénombrable), alors on a VA € B, X ~1(A) € T

2. On note (X € A) I'événement X ~!(A), pour toute partie A € B.

3. On a en particulier, par exemple :
e(X<a={weQ/X(w<a}
(X =a)={weQ/X(w)=a}
e(a <X <b={we/a<X(w)<b}
o(X>a={weQ/X(w>a}

12.2.1.2 Quelques propriétés

Théoréeme 12.2.1. (admis) Si (Xj)1<k<m une suite de v.a.r sur (2, 7,P) et f : R™ — R une application
continue alors application w — f(X1(w), -+, Xm(w)) de Q vers R est une v.a.r. notée f(Xq, -, X,,).

Corollaire 12.2.1. Si (X3, -+, X,,) est une famille de v.a.r sur (2, 7,P) alors > X, [[ Xk, sup (Xi)
k=1 k=1 1<k<m

et inf (Xj) sont des v.a.r sur (Q,7,P).
1<k<m
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Proposition 12.2.1. Si f : R — R est une application monotone alors pour toute v.a.r X sur (Q2,7,P), on
a foX est une v.a.r.

Preuve. Supposons, par exemple, que f est croissante. On sait que pour tout intervalle I de R, on a f~*(I)
est un intervalle de R, en effet si x,y € f~(I) tel que = < y, Soit z € R tel que x < z < y alors par
croissance de f, on a f(z) < f(2) < f(y) et par suite f(z) € I car f(z), f(y) € I et I est un intervalle de
R. 11 en découle que si I est un intervalle de R, on a (f o X)~}(I) = X1 (f~1(I)) € T, compte tenu de la
remarque 2 ci-dessus juste aprés la définition d’une v.a.r. ]

Remarque. La proposition ci-dessus est valable si on remplace monotone par monotone par morceaux.

Proposition 12.2.2. Soit (X,,) une suite de v.a.r. sur (2, 7,P). Si X,, converge simplement vers X appli-
cation de ) vers R alors X est une v.a.r.

Preuve. Avant de donner la preuve on commence par donner deux remarques :

- Premiére : Si (uy,) est une suite réelle convergente de limite ¢ alors ¢ = ing Sup Uj.
ne k>n

En effet, d’abord ¢ < U, pour tout n € N ou U,, = sup ug, car sinon, on aurait :
k>n

IN € N,Vk > N,up < £

ce qui contredit la convergence de (u,) vers ¢. Donc ¢ est un minorant de {U,/n € N}. Soit ¢ > 0.
Par définition de la limite, il existe N € N tel que : Vn > N,/ — ¢ < u, < £ + &. en particulier :

Uy = sup u, < £+ e. Ainsi £ = inf{U,,/n € N}.
k>N
- Deuxiéme : Soit A une partie non vide bornée de R, alors pour tout a € R on a :

sup(A) <a< In>0,Vr e A,z <a—n.

inf(A)<aeIzedz<a

En effet supposons que 7 existe alors sup(A) < a —n < a. Réciproquement si sup(A) < a alors en prenant
n= 3(a—sup(A4)), on a a—n = 1(a+sup(A)) , donc z < a —n, pour tout = € A.

Pour la seconde équivalence, supposons que Jx € A tel que = < a, alors inf(A4) < 2 < a. Supposons que
Vax € A,z > a alors, on aurait inf(A4) > a, d’ou lautre sens de I’équivalence par contraposée. Soit alors

w € §, comme X,, — X simplement sur 2, on a en particulier X (w) = lir_irrl Xn(w).
n oo

Donc X (w) = sup ’igf (X)(w)). Compte tenu des remarques ci-dessus, on a : si a € R, alors :
neNRZT

Xw)<aeIn>0,VneN,TFk >nup <a—n
il en découle qu’il existe np > 0 tel que, si a’ = a — 7, alors :

X = X .
( < CL) nQngn( k< CL)

Par hypothése les X sont des variables aléatoires, donc (X < a) € T, pour tout a € R, ce qui prouve le
fait que X est une v.a.r. [ |

12.2.2 Loi d’une variable aléatoire

Soit .#(R) I'ensemble des intervalles de R et (€2, 7,P) un espace probabilisé.

Definition 12.2.2

Si X est une v.a.r. sur (Q,7,P), Papplication ¢ : £ (R) — R tel que ¢(I) = P(X € I) pour tout
I € #(R) s’appelle la loi de la v.a.r. X.
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Definition 12.2.3

Si X = (X3, -, X,;,) est une famille de v.a.r. sur (2, 7,P) alors Papplication : ® : .#(R)™ — R tel que

(I, Ip) = P(1<ID< (X) € It)), s’appelle la loi de la famille de v.a.r. X.

Remarque. On notera (X; € I1,--- , X,, € I,;,) ’événement : <ﬂ (Xy € 1), ainsi :
1

k<m

Ol Ip)=P(Xy1 €, , X € In)

12.2.3 Fonction de répartition

Definition 12.2.4

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, 7,P). L’application Fx de R vers R
définie par : Fx(t) = P(X < t) pour tout ¢t € R est appelée la fonction de répartition de la v.a.r . X.

Exemple. On lance une piéce de monnaie une seule fois et on associe a cette expérience ’espace probabilisé
(Q,T,P) avec Q = {P, F} et P(P) =p et P(F) =1— p avec p un réel tel que p € [0,1]. On consideére la
variable aléatoire X tel que X (P) =1 et X(F) = 0. Alors, on a X(Q) = {0,1} et pour tout réel ¢, on a
Fx(t))=P(X <t)=0sit<0et Fx(t)=0si0<t<let Fx(t)=1sit>1.

Théoréme 12.2.2. L’application Fx posséde les propriétés suivantes :
1. Fx est croissante sur R
2. limFx =0et limFy =1
— 00 + oo

3. Fx est continue en tout point a € R & droite.

Preuve. 1) Soit z,y € R tel que x < y, alors | — 00,a] C] — o0,y] donc P(X < z) < P(X < y), dou

Fx(z) < Fx(y).

2) Comme Fx est croissante il suffit de prouver que liIE Fx(—n) = 0. Or c’est le cas puisque la famille
n—-+oo

d’intervalles (I,,) tel que I, =] — oo, —n] est décroissante et s I, = 0, donc la famille (X € I,,) est
ne
une famille décroissante d’éléments de T et ﬂN(X € I,,) = (. par le théoréme de continuité séquentielle
ne
monotone, on a 0 =P(f) = lim P(X € [,) = lim Fx(—n).
n—4o0o n—-4o0o
Pour lim, o, Fx = 1, méme raisonnement en remarquant que R = U | — oo, n].

neN

3) Soit a € R. Compte tenu du fait que F'x est croissante, pour démontrer que F'x est continue a droite
en a, il suffit de prouver que ngrfw Fx(a+ n%rl) = Fx(a), chose vraie car si I, =] — 00,a + n%rl] alors

] —o0,a] = ﬂN I,,, donc par le théoréme de continuité séquentielle monotone, on conclut. |
ne

Proposition 12.2.3. Soit ¢y € R, alors P(X < tg) = Fx(to—).

Preuve. Pour toute suite (z,,) strictement croissante qui converge vers tg, on a

| — oo, to]= U | — o0, z,]
neN

donc par la caractérisation séquentielle de la limite, et le théoréme de continuité séquentielle, on a :

P(X < to) = Fx(to—)

Corollaire 12.2.2. Fx est continue au point ¢y si et seulement si P(X = ¢) = 0.

Conséquence : on peut a l'aide de Fx exprimer P(X € I) pour tout intervalle I de R. par exemple, on a :
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1. Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a)

2. Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a—)

3. Pla< X <b)=Fx(b—) — Fx(a)

4. Pla< X <b)=Fx(b—)— Fx(a—)
Preuve. Par exemple pour la derniére : on a : R =] — oo, a[U[a, b[U[b, +o0], union disjointe, doc : 1 =
Fx(a—)+Pla< X <b)+1— Fx(b—), ce qui donne P(a < X < b) = Fx(b—) — Fx(a—). [ |

Definition 12.2.5

Soit X = (X3, -+, X,,) une famille de variables aléatoires réelles sur (2, T, P).
L’application : Fx : R™ — R tel que Fx(t1, - ,tm) = P(X1 < t1, -+, X < t,n) s’appelle la fonction,
de répartition de la famille X des v.a.r.(X;),1 <j <m.

12.2.4 Indépendance des v.a.r, conditionnement

12.2.4.1 Indépendance

Definition 12.2.6

Soit (X;);es une famille de variables aléatoires réelles d’un espace probabilisé (2, 7,P). On dit que les
v.a.r. X; sont indépendantes si pour toute famille (I;) e d’intervalles de R, les événements (X; € I;) e
sont indépendants.

Remarques. 1. Ne pas confondre avec deux & deux indépendantes.

2. La notion d’indépendance dépends de la probabilité P choisie.

Proposition 12.2.4. Si X, --- , X, sont des variables aléatoires indépendantes et si0 =ng < --- <mn, =n
et pour tout j € {1,---,p} onpose Y; = f;(Xy, 41, -+, Xn,;) et si Yy, -+, Y, sont des variables aléatoires
alors Y7, -+ ,Y), sont indépendantes.

12.2.4.2 Conditionnement

Definition 12.2.7

Si X et Y sont deux v.a.r. sur (2, 7,P), on dispose des événements (X € A) et (y € Bou A, B € Bg. Si
P(X € B) # 0, alors on sait que :

P(X € A,Y € B)

PX eA)/ven = —prep

On parle de variable conditionnée : Z dont la loi est donnée par :
IP)(Z c A) = P(X S A)/(YGB)

pour tout A € Bg.

12.2.5 Variables aléatoires réelles discrétes

12.2.5.1 Définitions

Definition 12.2.8

Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q,7,P). on dit que X est discréte 8'il existe ' € T tel que
P(Q') =1 et X(Q') est au plus dénombrable.

Remarques. On a les remarques suivantes :
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1. Si X est une v.a.r.d., la partie D de R tel que :
D ={z e X(Q)/P(X =) # 0},

s’appelle ’ensemble des valeurs possibles de X. On a D C D’ = X(§') et l'inclusion peut &tre stricte.

2. Laloi de X est parfaitement déterminée par la donnée de D (ensemble des valeurs possibles) et P(X = t)
pour tout t € D.

3. Si A e Z(R) (ensemble des intervalles de R) alors

() P(Xe€d)=> P(X=t)
teA
Notons que la somme dans (x) a un sens car ’ensemble
A'=AND={te A/P(X =t) #0}
est au plus dénombrable, donc (x) s’écrit aussi :
() P(X€A)= Y P(X=t)
te AND

4. On parle de variable aléatoire discréte usuelle s'il existe une bijection croissante ¢ : J — D d’un intervalle
J de Z vers D.
Dans ce cas on peut noter D = {t;/k € J} ou t, = ¢(k),Vk € J.

Exemple. On considére = R, on prends la tribu T = P(R) et soit P : T — [0,1] tel que pour tout

AeT,ona:PA)=0si ANZ="0etsi A/ =ANZ#0, alors P(A) = > s5pr. Il est aisé de prouver
keA
que (2, T,P) est un espace probabilisé.

Remarquons que 'on a :
P(Z)=>" L1 1+2+f1 =1
432k 3 om |

Soit X : R — R tel que X (w) = w?. On remarque que X (Q2) = X(R) = Ry n’est pas dénombrable.

Soit Q' = {£y/n/n € N} : il est clair que £’ est dénombrable, et puisque Z C Q' et P(Z) = 1, on a
P(€Y) = 1. Il en résulte que la v.a.r. X est discréte.

L’ensemble des valeurs possibles de X est D = {n?/n € N} = X(Z). On remarque que D C D', ou
D' = X()=N.

12.2.5.2 Variables aléatoires discrétes usuelles :
1- Loi uniforme discréte

Definition 12.2.9

On dit que la v.a.r. X sur (€, 7,P) suit une loi uniforme discréte et on note X — U[1, n] si X (Q) = [1,n]
et pour tout k € X(w) , P(X = k) = +.

1

:E7

Généralement si X(Q) = {x1, -+ ,x,} avec x1, -+, x, des réels distincts et P(X = zy) on dit aussi que X

suit une loi uniforme discréte et on note X — U({x1, - ,x,})

Exemple. On lance un dé parfait & six faces numérotées de 1 a 6. Soit X la variable aléatoire réelle qui
désigne le numéro de la face obtenue. Alors Q@ = {1,---,6} et X(Q) = [1, 6] et pour tout k& € [1,6], on a
P(X = k) = §. Donc X — U[1,6].

Exemple. On prends Q = R et 7 = Bg la tribu borélienne. On admet qu’il existe une probabilité P sur
Pespace probabilisable (€2, T) tel que pour tout intervalle I non trivial de R, on ait :

P(I) = % /1 e~ dt




16 CHAPITRE 12. PROBABILITES

Soit X D’application de R vers R tel que :

1 si w<0
2 si w>0

YweR X(w)=

Alors X est une variable aléatoire puisque pour tout intervalle J de R, on a

] —00,0[ si led et 2¢J

X YJ) =3 [0,+00] si 1¢J et 2eJ

R si ledJ e 2€J

On a X(R) ={1,2} et

Il en découle que X — U[1,2].
2- Loi de Bernoulli

Definition 12.2.10

Soit p un nombre réel tel que p € [0,1] et X une v.a.r sur (,7,P). On dit que suit la loi de Bernoulli
de paramétre p et on note X < B(p), si X() ={0,1} et P(X =1)=pet P(X =0)=1—-p

Exemple. On lance une piéce de monnaie qui montre pile avec une probabilité % et face avec la probabilité

%. Soit X la variable aléatoire qui prend 1 si on obtient pile et 0 si on obtient face. Alors X — B (%)

3-Loi binomiale

Definition 12.2.11

Soit p € [0,1] et n € N et X une v.a.r sur (Q,7,P). on dit que X suit la loi binomiale de paramétres n
et p et on note : X — B(n,p), si X(w) = [0,n] et pour tout k € [0,n],P(X =k) = (Z)pk(l —p)"F, ot

(Z) dénote le coefficient binomial : (Z) = ﬁlk)‘

Exemple. Sur 10 foyers d’un village, un seul est prét d’acheter des livres. Un vendeur de livres fait le tour
des 400 foyers de ce village de maniére aléatoire. Quelles est la probabilité que 40 personnes exactement
achétent des livres quand il finit le tour de tous les foyers du village ? Soit X la variable aléatoire qui
prends le nombre de foyers ayant acheté un livre & ce vendeur. On cherche P(X = 40). Il est facile de voir
que X < B(400, ) Q = [1,400], X (2 = [0,400] et p = 15 et par suite :

710
o= () ) ()

Grace a maple, on trouve : P(X = 40) ~ 0.066

4- Loi géométrique X — G(p) si X(Q) = N* et P(X =n) = p(1 — p)"~*. On adopte la notation ¢ = 1 — p,
donc Vn € N* P(X =n) = pg" L.

Remarque. Il existe une autre définition qui adopte : X — G(p) si X(Q) = N et pour tout n € N, on a :
P(X =n)=p(l-p)"

5- Loi de Poisson X — P(\)si X(Q) =Net (X =n) = A
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12.2.6 Variables aléatoires continues a densité
12.2.6.1 Définitions, propriétés

La notion de densité de probabilité posséde une définition plus générale que celle qu’on donnera ci-dessous. Les
limitations imposées par le programme nous pousse & nous restreindre aux fonctions f : R — R qui son des
densités de probabilités dans le cas particulier ou f est continue par morceaux sur R.

Definition 12.2.12

Soit f : R — R une application continue par morceaux sur R. On dira que f est une densité de probabilité
si:
e L’ensemble A des points de discontinuité de f est une partie finie de R.
e f est positive sur R.
+oo
e f est intégrable sur Ret [ f(¢)dt = 1.

— 00

\

Si f: R — R est une application positive continue par morceaux sur R d’ensemble de points de discontinuité A

400 ~
fini et si f est intégrable et = [ f(¢)dt réalise a > 0 alors f = é f est une densité de probabilité.

— 00

Definition 12.2.13

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, 7,P). On dit que X est continue &
densité si sa fonction de répartition F'y vérifie ce qui suit :

(i) Fx est continue sur R.
(ii) Il existe une partie finie A de R tel que Fx est de classe C! sur R\ A et La fonction fx définie

0 si ted i .
par fx(t) = est une densité de probabilité.

Fi(t) si teR\A

Si c’est le cas fx est appelé densité de la variable aléatoire réelle X.

Proposition 12.2.5. Si X est une variable aléatoire réelle continue a densité sur (2, 7,P) alors il existe
une partie finie A de R tel que :

(i) fx >0sur R.

(ii) fx est continue sur R\ A.

+oo
(iii) _f fx(@)dt = 1.

Remarque. Si une application f : R — R ne vérifie pas I'une des propriétés ci-dessus elle ne peut étre la
densité de probabilité pour une variable aléatoire continue & densité.

Proposition 12.2.6. Soit X une variable aléatoire réelle continue a densité. Si Fx et fx sont respectivement
la fonction de répartition et la densité de X alors on a :

Vz € R, Fx(x) = / fX(t)dt

Preuve. Comme X est continue & densité, il existe une partie finie A de R tel que Fx est de classe O sur

tout intervalle contenu dans R\ A. Soit « € R. Trois cas sont possibles :

eSi AN| — oo, z[= 0 alors F%(t) = fx(t) pour tout ¢t € R, en particulier, pour tout z € R, on a :
x x 2 .

Jo . fx@)dt = [T Fi(t)dt = [Fx(1)]" = Fx(x) car t_l)lr_noo Fx(t)=0.




18 CHAPITRE 12. PROBABILITES
e Si AN| — oo, z[= {a} avec a € R, la formule ci-dessus reste valable si < a. Si > a alors :
xz a x
| nwae= [ geaes [ gx@dt = Fx@ + Fx(@) - Fx(e) = Fx(o)
— o0 — 00 a

car f, est de classe C'! sur chacun des intervalles | — 0o, a| et Ja, z] et sa dérivée Fx est continue sur chacun
des intervalles | — —o0, a] et [a, z].

e Si AN] — 0o, z[= {a1,...,am} avecm e Nym > 2 et a1 < -+ < a,, alors :
ak+1
/ fx(t)dt = / fx(t dt+Z/ dt+/ fx(t)
Puisque fx est de classe Cq sur chacun des intervalles :] — 00, a1[, Jak, ar+1[(1 < k <m —1),]am, z[ et que

sa dérivée F'x est continue sur R, on a alors :

m—1
u/" j;( dt EE( a1 + j{: lﬁx ak+4, }?x(ak)) +’lix($)‘4'ng(anJ ::liy(x)
k=1
|

Proposition 12.2.7. Soit X une variable aléatoire réelle continue a densité, alors pour tout intervalle I de
R de bornes a et b, on a :

b
P(X el)= / Fx(t)dt = Fx (b) — Fx(a).

En particulier, pour tout t € R, on a P(X =¢) = 0.

Preuve. On a :
PX<b)=P(X <a)+Pla< X <bHPla< X <)

Donc :
p(X eI)=Pla< X <b) = F(b) — F(a)

D’aprés la proposition 12.2.6, on a alors :

b a
P(X € 1) = [ Fe(t)dt - [ Fx(t)dt
PX € I) = / " re(di

donc

12.2.6.2 Variables continues a densité usuelles

1) Loi uniforme continue

Definition 12.2.14

Soit X une variable continue a densité sur (2, 7,P) et a,b € R tel que a < b. On dit que f suit la loi
uniforme continue sur [a, b] si la densité fx de X est définie par :

ﬁ si a<z<b
fx(z) =

0 sinon

Notation : X — UJa, b].

Proposition 12.2.8. Soit X une variable aléatoire sur (2, 7,P). Si X < UJa, b] alors la fonction de répar-
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tition F'xy de X est définie par :

0 si z<a

Fx(z) = =4 si a<z<b

1 si b<t

Preuve. Soit z € R alors Fy (z) = [*__ fx(t)dt.
e Si x < a, comme fx est nulle sur | — 0o, z], on a Fx(x) =0

eSia<xz<balors:
a xr 1 _
FX(x):/ 0dt+/ — qt="C

oo b—a b—a

eSix > b alors :

b e
FX(:Z:):/i fX(t)dt+/+ 0dt = Fx(b) = 1

b

2) Loi exponentielle de paramétre \

Definition 12.2.15

Soit X une variable aléatoire réelle continue a densité sur (€2, 7,P) et Soit A € R%. On dit que X suit la
loi exponentielle de paramétre A si la fonction de densité de X est définie par

Ae ™™ sioz>0
fx(z) =

0 si <0
Notation : X < E(A).

Proposition 12.2.9. Soit X une variable aléatoire réelle continue a densité sur (2,7,P) et A € R%. Si
X < £(A) alors la fonction de répartition Fx de X est définie par :

l—e ™ si >0

0 si z<0

Fx(z) =
Preuve. Soit x € R.

e Six <0, comme fx est nulle sur | — 0o, z], on a Fx(x) =0
eSiz >0, alors :

Fx(x) :/ Ae Mdt = [—e M =1 Xe ™M
0

|
3) Loi normale de Gauss

Definition 12.2.16

Soit X une variable aléatoire réelle continue & densité sur (€2, 7,P) et soit (p,0) € R x R%. On dit que
X suit la loi normale de Gauss de paramétres p et o si la densité de X est définie par :

2
Vo € R, fx(z) = ﬁexp (—W)

Notation : X < N (u,0?).

4) Loi gamma

19
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Definition 12.2.17

Soit X une variable aléatoire réelle continue a densité sur (Q,7,P) et soit (a,A) € RE. On dit que X
suit la loi Gamma de paramétres a et A si la densité fx de X est définie par :

Ryt le™™ si £>0

fx(t) =

0 si <0

Notation : X < I'(a, A).

Remarque. Pour tout réel strictement positif A, on a I'(1, A) = &(A).

12.2.7 Somme de deux variables aléatoires indépendantes

(Q, T,P) est un espace probabilisé et toutes les v.a.r. sont considérées sur cet espace.

12.2.7.1 Deux variables discrétes

Proposition 12.2.10. Si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes discrétes tel que X () = Dy et Y(Q) = Do
alors X +Y est une v.a.r. discréte et (X +Y)(Q2) = D C D; + D5 et pour tout s € D, on a :

PX=s)= ) PX=uPY =s—u)= ) PX=s-v)PY =0)
u€ D, vED>y

Preuve. On peut toujours se ramener aux cas o X (2) et Y () sont au plus dénombrables. Pour tout
weQona (X+Y)(w) =X(w)+Y(w) e X(Q)+Y(Q), donc si D = (X +Y)(Q) alors D C Dy + Dy
ou Dy = X(Q) et Dy =Y (). On peut sans nuire a toute généralité ¢, supposer que X (w) # 0 pour tout
w € Q, de maniére a avoir (X = k)gep, est un systéme complet d’événement et appliquer la formule des
probabilités totales : pour s € X + Y (Q2), on a :

PX+Y =s5)= > PX=kPX+Y =s/X =k)
keD;

v o PX+Y=s5X=k PX=kY=s—k)
PX+Y =s/X=k) = FX = F) — X =B

Par indépendance, il vient :

P(X = k)P(Y = s — k)
P(X = k)

PX+Y =sX=k)= =PY =s—k)
d’on :
P(X+Y =s)= > PX=kPY =5—k)
keD;

pour tout s € X + Y (Q). [ |

a. Pour ce faire on prends Q1 = X ~1(D}) ot
D} ={x € X(Q)/P(X = x) # 0}

c’est -a-dire I’ensemble des valeurs possibles de X et remplacer Q par ©1. On peut prouver que P(Q21) = 1, donc rien ne
change au niveau du raisonnement.

12.2.7.2 Une variable continue et une autre discréte

Proposition 12.2.11. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes sur (2, 7,P) tel que
X est discréte d’ensemble de valeurs possibles et Y continue de densité fy, alors X + Y est une v.a.r.
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continue et sa densité fxy est définie par :

Vs €R, fxiv(s) = Y P(X =u)fr(s—u)

ueD

sous réservé que fx.y est bien définie sur R et est continue sur R\ A ol A est une partie finie de R.

12.2.7.3 Deux variables continues

Proposition 12.2.12. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes sur (2, 7,P) tel que
X et Y sont continues de densités respectives fx et fy, alors X + Y est une v.a.r. continue et sa densité
fx+y est définie par :

“+ o0 “+o00

VR frar(s) = [ fr@fr(s-wdi= [ fx(s - oo

— 00 — 00

sous réservé que fxiy ci-dessus est continue sur R\ A ou A est une partie finie de R.

Remarque. On appelle produit de convolution de deux fonctions continues par morceaux f et g de R vers R
, la fonction notée f x g définie par :

fgla) = / F(t)glx — ydt = / f(x — Dg(tydt

On remarque donc que fxiy = fx * fy.

12.2.8 Moments, espérance, variance, écart type d’une v.a.r.

12.2.8.1 Espérance mathématique : Définition

Definition 12.2.18

Soit X une v.a.r sur (Q,7,P).
Si X est discréte d’ensemble de valeurs possibles D et si la famille (zP(X = z)),ep est sommable, sa
somme :

E(X) =) aP(X =z)

zeD

est appelée I’ espérance mathématique de X.
Si X est continue de densité fx et si I'application x — x fx(x) est integrable, son intégrale :

+oo
E(X) :/ zfx(z)dx

— 00

est appelée I'espérance mathématique de X.

\.

Remarques. On peut faire les remarques suivantes :

1. la sommabilité dans le cas discret permet d’avoir la somme indépendammentde la permutation de ses
termes. en particulier si ¢ : N* — D est une bijection et si on pose z,, = ¢(n) et p, = P(X = x,,) alors

—+oo
E(X) = Z TnPn-
n=1

2. On parle souvent de variable aléatoire X discréte représentée par la famille (z;,p;), ce qui signifie que
D = {x;}icr est Pensemble des valeurs possibles et que pour tout ¢ € I, p; = P(X = x;). Dans ce cas, et
sous réserve de sommabilité, I’espérance mathématique de X est :

E(X) =) pix;

i€l

3. L’espérance mathématique de la v.a.r. X peut se comprendre comme une moyenne de points pondérés :
(24,p;), puisque E(X) = %. N’oublions pas que > p; =1
e icl
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12.2.8.2 Espérance des variables usuelles

Voir le tableau récapitulatif des variables aléatoires réelles usuelles discrétes et continues & densité. Toutes les 9
v.a.r. admettent une espérance.

12.2.8.3 Propriété de transfert

Note : On admet que si X est une variable aléatoire sur (2, 7,P) est g : R — R une application continue par
morceaux, alors g o X est une variable aléatoire sur (Q2, 7, P).

Théoréme 12.2.3. Soit X un v.a.r. sur (2,7,P), g : R — R une application et ¥ = g o X.
e Si X est discrete, représentée par la famille (xg, pr)rer avec I un ensemble au plus dénombrable, et Y
est une v.a.r. alors Y admet une espérance si et seulement si la famille (prg(zx))rer est sommable, auquel

cas,on a : E(Y) = Y prg(ag).
kel
e Si X est continue de densité fx et g est continue par morceaux, alors, ¥ admet une espérance si et

seulement si 'application ¢ — g(t) fx (¢) est intégrable sur R, auquel cas, on a; E(Y) = fj;: g(t) fx (t)dt.

12.2.8.4 Transfert pour deux variables

On considére deux variables aléatoires réelles discrétes X, Y sur (€2, 7, P) de loi conjointe la famille ((x;,y;), pij)i,5) €
I. Soit g : R? — R une application tel que Z = go(X,Y) est une v.a.r. sur (2, 7,P). Alors Z admet une espérance
si et seulement si la famille (p;;g(xi,y;)),5)er est sommable, auquel cas, on a

E(Z) = Z Pii9(Tiy;)

(1,7)€I

12.2.8.5 Linéarité de I’espérance mathématique

Soient X et Y sont deux variables aléatoires tel que chacune d’elle est soit discréte soit continue & densité et
A € R et supposons que X + AY est discréte ou continue a densité, alors si X et Y admettent des espérances
mathématiques E(X) et E(Y), alors X + A\Y en admet une et on a E(X + AY) = E(X) + AE(Y). Ce résultat
sera admis et peut étre utilisé mais on va énoncé et démontrer ce résultat dans le cas particulier ot X et Y sont
toutes les deux discrétes :

Proposition 12.2.13. Soient A € R et X et Y deux variables aléatoires discrétes sur (2, 7,P). Si X et Y
admettent des espérances mathématiques E(X) et E(Y) alors X + A\Y admet une espérance mathématique

et on a
]E(X + )\Y) = E(X) P )\E(Y)

Preuve. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur (€2, 7,P) et notons I = X(Q) et J =Y (Q).
Sans nuire a la généralité on peut supposer que X et Y vérifient la condition :
V(z,y)eIxJ, PX=z)#0 et PY =y)#0.

On suppose que X et Y admettent des espérances mathématiques E(X) et E(Y).
(%) Soit A € R. En appliquant le théoréme de transfert, avec 'application :

g:R—=R;t— A,
et compte tenu du fait que la famille (AzP(X = x)),cq(x) est sommable, on a E(AX) existe et E(AX) =
AE(X).
(¥) On a K = (X +Y)(Q2) =1+ J. Démontrons que la famille (|k|P(X +Y = k)iex est sommable :
e Pour tout ¢ € I, fixé, la famille |i|(P(X =i,Y = j)),es est sommable de somme :

Sii = |ilP(X = ).

e Pour tout (4,5) € I x J,on a P(X =14,Y = j) <P(Y = j) et la famille (|j|P(Y = j)),cs est sommable
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de somme E(|Y]), donc la famille (|j|(P(X =1,Y = j)),cs est sommable de somme :

Sai= Y |ilP(x =i,Y = j)

JjeJ
eIl en découle que, pour tout i € I, la famille ((|¢[ + [j|)P(X =4,Y = j)),c; est sommable de somme

Si=S1i+ S =iP(X =)+ > _[IPX =i,V =)

jeJ

e La famille (S;);cs est sommable car :

e D’une part la famille (|i|P(X = 7));cs est sommable de somme E(|X|) qui existe par hypothése puisque

E(X) existe.

e D’autre part, on a E(|Y]) = > [j|P(Y = j), donc par la formule des probabilités totales, compte tenu
jeJ

du fait que (X = 1);es est un systéme fondamental d’événements de (2, 7,P), on a

E(Y]) =Y 11D P(X =i)P(Y =j/X =1i),

JjeJ i€l

donc

E(Y))= > [iIPX =4Y =)
(i,7)eIxJ

Il en découle que la famille ([j[P(X =14,Y = j)),j)erxs est sommable et par suite la famille (S2;);cs est

sommable. Donc (5;);cr est sommable et cela termine la preuve du fait que la famille ((|i| + [j|)P(X =4, = j))(i,j)eIxJ
est sommable.

oIl découle de ce qui précéde que E(X 4+ Y) existe et de plus, en notant K = I+ J = (X +Y)(Q) =
X(Q)+Y(Q),ona:

E(X+Y) = > sP(X+Y =5)=> sy PX=iP(X+Y =5/X =i)

seK seK el

= Y ) sP(X =i,Y =s—i)
seK i€l

= D> D) (+HPX =i, Y =j) (j=s—1).
jeJiel

= Y N PX=iY =5+ > jPX=iY =)
iel jeJ jeJiel

= D iy PX=iY=j)+> jY PX=iY=j)
iel jeJ jeJ el

= Y P(X =i)+ Y JP(Y =j) =E(X) +E(Y).
iel jeJ

12.2.8.6 Autres propriétés de I’espérance mathématique

Proposition 12.2.14. Soient Y, Y deux v.a.r. sur (Q,7,P) tel que |X| < Y. Si Y admet une espérance il
en est de méme pour X.

Preuve. Résultat admis. [ ]

Proposition 12.2.15. Soient X,Y deux v.a.r. sur (2, 7,P) et A € R. Alors :
(1) Si X admet une espérance mathématique et X > 0 alors E(X) > 0.
(2) Si X et Y admettent des espérances mathématiques E(X) et E(Y) et si X > Y alors E(X) > E(Y).

(3) X admet une espérance mathématique si et seulement si |X| admet une espérance mathématique
et on a alors : |[E(X)| <E(|X])
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12.2.8.7 Moments

Definition 12.2.19

Soit X une variable aléatoire réelle et m un entier naturel non nul. Si I’espérance de la variable aléatoire
X™ existe, le nombre réel E(X™) s’appelle le moment d’ordre m de X.

Proposition 12.2.16. Soit X une v.a.r. sur (2, 7,P) et m,n € N* tel que m < n. Si X admet un moment
d’ordre n alors X admet un moment d’ordre m.

Preuve. On part de 'inégalité : ¢t < ¢ 41 valable pour tout réel ¢ > 0. Dans le cas discret et X représentée
par (xg,pr) on applique 'inégalité a ¢, = |zy| et on obtient :

prlze]™ < prlre™ 4 pr

et comme E(X") existe par hypothése et que la famille (py) est sommable, on déduit que la famille (z}'py)
est sommable .

Dans la cas continue a densité on applique I'inégalité a |fx (¢)| pour tout ¢t € R et du fait que ¢ — " fx (¢)
et de t — fx(¢) sont intégrables, on conclut. [ |

Definition 12.2.20

Soit X un variable aléatoire réelle sur (£2, 7,P) admettant un moment d’ordre 2, et soit p = E(X) alors
la v.a.r. (X — p)? admet une espérance positive ou nulle, le nombre réel positif :

V(X) =E((X - p)*)

s’appelle la variance de X. On a V(X) = E(X?) — (E(X))2.
Le nombre réel o(X) = /V(X) s’appelle ’écart type de X.

Proposition 12.2.17. Soit X une variable aléatoire sur (2,7 ,P) admettant un moment d’ordre 2 alors
V(X) > 0. De plus, on a :

(1) Si X est continue & densité alors V(X) > 0.

(2) Si X est discréte alors, V(X) = 0 si et seulement si 30y € T tel que P(2;) = 1 et X est constante
sur €.

Preuve. On a V(X) = E((X — E(X))?) > 0.
1. Si X est continue de densité f alors V(X) = fj;o(t —m)2f(t)dt. or on sait qu’il existe une partie
A finie de R tel que f est continue sur R\A. On a fj;o(t —m)2f(t)dt = Jaalt = m)2f(t)dt et

R\A = ‘LZ_)JI I; ou les I; sont des intervalles deux & deux disjoints et f est continue sur chaque I;.
j=
Alors si V(X) = 0 on aurait f nulle sur chaque I, donc sur R\A donc sur R, ce qui contredit
[T fwat =1
2. Soit X une variable aléatoire discréte sur (Q,7,P) .
¢ Si X admet une variance et on note p = E(X) et si V(X) =0alors Y. (z—p)?=0. Comme il

zeX ()
s’agit d’une somme & termes positifs, on a (z — u)?P(X = x) = 0, pour tout z € X (Q). Il en découle
que :
Vo € X(@\{u}, P(X = 1) = 0
Posons

Q=X =p) =X""({u})
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On a P(Q;) =1 car

1 = P(Q)=PX e X(Q))
= > PX=u
zeX(Q)
= P(X =p)
= P()

Par ailleurs et par définition de 4, on a X (1) = {u}, donc X est constante sur Q.

e Réciproquement, supposons qu'il existe 1 € T tel que P(€;) = 1 et X est constante sur ;.
Posons alors X (w) = m, pour tout w € ;. Soit z € R tel que x # m. Montrons que P(X = z) = 0.
Ona (X =2)N (X =m) =0 car {m} N{xr} =0, donc X 1({z}) N X 1({m}) = 0 comme
QG Cc(X=m),onaQN(X =x)=0et comme P(Q;)=1,0ona:P(X =x)=0.

On a:
E(X)= > aP(X=z)=mP(X=m)+ » aP(X=z)=m
TEX(Q) xe;f(ﬂ)

puisque P(X =m) =P(Q;) = 1.
Il en découle que la variance de X est :

V(X)= Y (x—m)’P(X =2)=(m—m)’P(X =m) =0
z€X(Q)

Proposition 12.2.18. Soit X une v.a.r. admettant un moment d’ordre 2. Alors, on a :
(1) Pour tout A € R, la v.ar AX admet une variance et V(AX) = A2V(X), en particulier o(AX) =
Ao (X).
(2) Pour tout A € R, la v.a.r. (X + \) admet une variance et V(X + \) = V(X).

12.2.8.8 Covariance

Proposition 12.2.19. Soit X et Y deux v.a.r sur (£, 7, P) admettant chacune un moment d’ordre 2.. Alors
XY admet une variance et on a l'inégalité dite de Cauchy-Schwarz :

(E(XY))? < E(X*)E(Y?)

Preuve. Notons que XY < 1(X? + Y?) permet de dire que E(XY) existe. Par ailleurs pour tout ¢t € R
on a E((tX +Y)?) > 0, donc l'application polynomiale t — (E(X?)t? + 2tE(X)E(Y) + E(Y?) est positive,
donc son discriminent réduit A’ = (E(X)E(Y))? — E(X?)E(Y?) vérifie A’ < 0, ce qui donne I'inégalité de
Cauchy-Schwarz. |

Remarque. L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit aussi :

[E(XY)| < VE(X?)VE(Y?)

Proposition 12.2.20. Si X et Y sont deux v.a.r. indépendante sur (2, 7, P) admettant des moments d’ordre
2, alors XY admet une espérance et E(XY) = E(X)E(Y).

Preuve. Soient X et Y deux variables aléatoires qui admettent chacune un moment d’ordre 2 et notons
I=X(Q),J=Y() et K =(XY)(Q). Dapres la proposition 12.2.19, la variable aléatoire XY admet
une espérance mathématique et on a

E(XY) =Y kP(XY = k).
keK
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Pour tout k € K, on pose Uy, = {(i,7) € I x J/ij =k}, alors (Uy)rex est une partition de I x J et on a :

VEeK, (XY=k= |J (X=4iY=))
(1,4)€UR

et il s’agit d’une réunion disjointe, donc

EXY)=Y Y kX =iYV=4)=Y Y iPX=4iY=j),

k€K (i,5)€Uy keK (i,j)€Usk

et par indépendance, il vient :

E(XY)=Y" Y ijP(X =i)P(Y =),

kEK (i,5)€Us,

et comme (Uy)rex est une partition de I x J, le théoréme de sommation par paquets permet d’écrire

E(XY)= Y ijP(X =P =)
(i,5)EIXJ

et en utilisant les produits des séries absolument convergentes et qu'une famille sommable peut se traduire
en série absolument convergente il vient :

E(X) = (ZiIF’(X - z)) x| Y iP(Y =) | = E(X)E(Y)
i€l jeJ
[ |
Proposition 12.2.21. Si X et Y sont deux v.a.r indépendantes sur (2, 7,P) admettant des moments
respectifs d’ordre 2 alors X + Y admet une variance et :

V(X +Y) = V(X) + V(Y)

Definition 12.2.21

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur (2, 7, P), toutes les deux discrétes ou toutes les deux
continues & densité admettant chacune un moment d’ordre deux. Le nombre réel :

Cov(X,Y)=E(X —E(X))(Y —E(Y)))

s’appelle la covariance des v.a.r X et Y.

Proposition 12.2.22. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur (2, T, P), toutes les deux discrétes
ou toutes les deux continues & densité admettant chacune un moment d’ordre deux. Alors X + Y admet
une variance et on a :

V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2Cov(X, Y)

Remarque. On peut généraliser a plusieurs variables aléatoires : Si X1,..., X, sont des variables aléatoires

n
admettant des moments d’ordre 2 alors : Y X admet un moment d’ordre 2 et on a :
k=1

\Y% (i&) = zn:V(Xk)+2 > Cov(Xi, X;).
k=1

k=1 1<i<j<n

Proposition 12.2.23. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur (2, T, P), toutes les deux discrétes
ou toutes les deux continues & densité admettant chacune un moment d’ordre deux. Si X et Y sont

indépendantes alors
Cov(X,Y)=0
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en particulier :
VIX+Y)=V(X)+ V().

Remarque. Attention! la réciproque n’est pas vraie.

Definition 12.2.22

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur (2, T,P), toutes les deux discrétes ou toutes les
deux continues & densité admettant chacune un moment d’ordre deux et tel que : V(X)V(Y) # 0. Si
V(X)V(Y) # 0, le nombre réel :

Cov(X,Y)

PEY) = S X)o(¥)

est appelé le coefficient de corrélation de X et Y.

Proposition 12.2.24. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur (2, T, P), toutes les deux discrétes
ou toutes les deux continues a densité admettant chacune un moment d’ordre deux et tel que : V(X)V(Y') #
0. Alors :

1. p(X,Y) € [-1,1].

>0
2. p(X,Y)=1% 3(a,B) € R?, “
Y =aX + 3
>0
3. p(X,Y)=-1o3(a,f) R { © .
Y=—-aX+p

Remarques. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles toutes les deux discrétes ou toutes les deux
continues a densité admettant chacune un moment d’ordre deux et tel que V(X)V(Y) # 0. Alors :

1. Si p(X,Y) =0 on dit que X et Y sont non corrélées.

2. Si X et Y sont indépendantes, alors elles sont non corrélées, la réciproque étant fausse.

12.2.8.9 Variable aléatoire centrée, réduite

Definition 12.2.23

Soit X une v.a.r. sur (2, 7,P).

1. Si X admet un moment d’ordre 1, alors la variable aléatoire

X =X -E(X),
s’appelle la variable aléatoire centrée associée a X.
2. Si X admet un moment d’ordre 2 et si V(X) # 0, la v.a.r :

o ox o

s’appelle variable aléatoire centrée réduite associée a X.

.

Remarque. On a E(X*) =0et o(X*) =1

Exemple. Soit (2, 7,P) un espace probabilisé et X une v.a.r. continue a densité tel que X < U[1,2]. On

sait que E(X) = 2 et V(X) = &, donc o(X) = 2%5, alors X* = 2v3(X — 3).

12.3 Fonction génératrice

Dans tout ce paragraphe, (2, 7,P) est un espace probabilisé et on ne considére que des variables aléatoires
discrétes & valeurs dans N.
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12.3.1 Définition, propriétés

Proposition 12.3.1. Soit X un v.a.r. représentée par (n,p,). La série entiére ) p,t™ a un rayon de conver-
gence R tel que R > 1 et la fonction Gx définie par

—+oo
Gx(t) =) pnt"
n=0

est continue sur [—1,1] et elle est de classe C*° sur | — R, R[. Ona Gx (1) =1

Definition 12.3.1

La fonction Gx s’appelle fonction génératrice de la v.a.r. discrete X.

+oo
Remarque. Sit > 0 alors Gx(t) = E(tX) = Y t"P(X = n).
n=0

Exemple. Q =R, 7 =P(R) et P: T — R tel que, pour A € T :

3 > ﬁ si ANZ#0D
kEZNA
P(A) =

0 si ANZ=10

Soit X : R — R tel que X (z) = | |z] | (partie entiére de x.)
I est clair que X(R) = N et pour tout n € N, si n > 0 alors (X = n) = {& € R/||z]| = n} =
[—n, —n+1[U[n, n+ 1[, donc P(X = n) = 35— et P(X = 0) = 3, donc la fonction génératrice de X est :

1 23X

Gx=3+32%
n=1

Donc pur tout ¢ €] — 2,2[, on a Gx (t) = % + %2%75 = 3(22+_tt).

Convention : Soit X une v.a.r. discréte a valeur dans N et Gx sa fonction génératrice de rayon de convergence
R > 1. On conviendra que si R = 1, la dérivabilité k fois au point 1 signifie la dérivabilité k & gauche au point
1.

Théoréme 12.3.1. Soit X un v.a.r. discréte a valeurs dans N, et Gx sa fonction génératrice, alors :

1. X admet un espérance si et seulement si Gx est dérivable au point 1, auquel cas on a : E(X) =
Gy (1).

2. X admet un moment d’ordre 2 (donc une variance) si et seulement si Gx est deux fois dérivable au
point 1, auquel cas, on a : E(X?) — E(X) = G%(1).

Preuve. Soit R le rayon de convergence de Gx (t) = Y pnt™.

e Premiers cas : R > 1

Puisque 1 est un point du disque de convergence de la série entiére Gx(t), alors il est clair que Gx est
infiniment dérivable au point 1 et :

+oo +oo
Gx(1) = np, =Y _ np, =E(X)
n=1 n=0

et
—+oo

+o00 400
G/)/((l) = Zn(n - 1)pn = Zn2pn - ann = E(XQ) - E(X)
n=0 n=0

n=2
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e Deuxiéme cas : R=1
1) Dérivée premiére :
e Supposons que E(X) existe. Si on pose fy,(t) = p,t", pour tout n € N et tout ¢t € [—1, 1] alors les f,, sont
de classe C! sur [—1,1] et :
Vn € N* Vt € [~1,1], f(t) = npt"!

(Bien entendu f§(t) = 0 pour tout ¢t € [—1,1]). Il en découle que |f/ (t)| < np, pour tout n € N donc la
série Y f! converge normalement donc uniformément sur [—1,1] donc on peut dériver terme a terme la
série de fonctions 3 f,, sur [—1,1], donc :

+oo
Vt e [-1,1],Gx(t) = Y npnt™"
n=1

en particulier :
“+ o0
Gx(1) = np, = np, =E(X).
n=1 n=0

e Réciproquement, supposons que Gx est dérivable au point 1. alors : G/ (1) = lim1 Ax(t) ou Ax(t) =
T—r

M, pour tout ¢ € [0, 1]. Remarquons que l'on a :

t—1
+oo +oo
Gx(t)=Gx(1) = > pat™=> pn
n=0 n=0
“+oo
= 2m(" -1
n=1
“+o00 n—1
= Y (t—1)pa ( t’“)
n=1 k=0
+o0o n—1
= (ﬁ—l)anZtk
n=1 k=0
Donc :

I n—1
Ax(t) = anpn(t), avec , P, (t) = Z tk
n=1 k=0

On veut démontrer que E(X) existe, donc que la série a termes positifs > np,,n > 1 est convergente,
n
pour cela il suffit de prouver que sa somme partielle d’ordre n, S, = > kpi est majorée. Commengons

k=1
par remarquer que si on pose

Fu(t) =Y piPi(t)
k=1

alors

lim F,,(t) = Y kpi = S
k=1

t—1

Or :
Ve [0, Fu(t) < An(t)

car les py sont positifs, donc par passage a la limite :
Sn(t) < G (1)

ce qui prouve l'existence de E(X). D’aprés la premiére partie de cette démonstration, on a alors E(X) =

G’ (1).

Dérivée seconde :
e Supposons que X admet un moment d’ordre 2. Comme dans le cas de la dérivée premiére, il est aisé de
voir que la série des dérivées secondes des applications f,, : [—1,1] = R;t — f,,(t) = ppt™ est normalement
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donc uniformément convergente sur [—1, 1], ce qui permet en particulier de dire G x est deux fois dérivable
+oo
au point 1 et que G (1) = E(X) et G%(1) = > n(n — 1)p,= E(X?) — E(X).

n=0
e Réciproquement, si Gx est deux fois dérivable au point 1, alors elle est déja dérivable une fois et d’aprés
la premiére partie du théoréme E(X) existe et G’y (1) = E(X). Par ailleurs on a :

vt € [0,1], G'x ( annt" et G'x(1)= ann
ce qui permet de dire que : G% (1) = thrr% A’y (t) avec
—

/ el =
A=) S~ 1)pautt)

n=2

Aly(t) =

n—2 n
avec Q,(t) = > t*. Comme dans la premiére partie, on va montrer que T}, = >_ k(k — 1)py est majoré,
k=0 k=0

n
on commence par remarque que si on pose H,(t) = > k(k — 1)ppQr(t) alors }m} H,(t)=T,.Or H,(t) <
k=2 -
A’ (t) et par passage & la limite, on obtient T;,, < G'4(t) et par suite la série Y n(n — 1)p,, converge et
comme E(X) existe la série Y np, converge dons la série > n?p, converge d’oul I'existence du moment
d’ordre 2 et d’aprés la preuve du premier sens on a G% (2) = E(X?) — E(X).
Ceci termine la preuve du théoréme. ]

Remarque. Lorsque le rayon de convergence R de Gx réalise R > 1, il est clair que G x est infiniment dérivable
au point 1, en particulier X admet une espérance et une variance et on a les relations ci-dessus données par le

théoréme.

12.3.2 Fonction génératrice d’'une somme de v.a.r. indépendantes

Théoréme 12.3.2. Si X;,1 < k < m sont des variables aléatoires réelles discrétes a valeurs dans N et si
ces v.a.r sont indépendantes alors :
m

MS

=
Il
it

Preuve. il suffit de le prouver pour deux variables, le reste s’en déduit par simple récurrence. Soit donc X
et Y deux v.a.r. indépendantes tel que X(Q) =Y (Q) = N. Alors :

+oo
Gxiy(t) = Y P(X+Y =n)t"
n=0

+oo n

= Y D P(X=kPY =n-— k)"
n=0 k=0

4o n

= Y D P(X =k)t*P(Y =n— k)" *

n=0 k=0

On remarque qu'il s’agit du produit de Cauchy des séries > p,t"” et > g,t" ou p = P(X = n) et ¢, =
P(Y = n), qui sont absolument convergente pour tout ¢ tel que |¢| < 1, donc :

Gx1y(t) = Gx(H)Gy (1)

o Gx(t) =D pnt™ et Gy (t) = > q,t" sont les fonctions génératrices respectives de X et Y. |

12.4 Inégalités, Convergence

12.4.1 Inégalité
12.4.1.1 Inégalité de Markov
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Théoréme 12.4.1. Soit X une v.a.r positive sur (2, 7,P) tel que X admet une espérance, alors : pour tout

réel « > 0, on a :
E(X)

(07

P(X >a) <

(inégalité de Markov)

Preuve. Dans le cas d’une variable continue & densité comme X > 0, la fonction densité fx est nulle sur
] — 00, 0], puisque la fonction Fx de répartition est nulle sur cet intervalle (Si ¢t < 0 alors (X < ¢) = 0),
donc :

E(X):/O+°°tfx(t)dt=/Oatfx(t)dt+/+ootfx(t)dt

Il en découle :

+oo
afx(t)dt = a/ fx(@®)dt = aP(X > «)

[e3%

—+o0

BCY) 2 [ TNOITE /

Ce qui donne 'inégalité de Markov.
Si X est discrete d’ensemble de valeurs possibles D alors :

EX)=>Y aP(X=z)=> aP(X=2)+ Y 2P(X =)

zeD xeD xeD
> <

Donc, compte tenu de X > 0 on a :

E(X)>> aP(X=12)>a ) P(X =1z)=aoP(X >a)
D

zeD fAS
> >

ce qu’il fallait démontrer. ]

12.4.1.2 Inégalité de Bienaymé-Chebychev

Théoréme 12.4.2. Soit X une v.a.r sur (2, 7,P). Si X admet une variance alors on a :

V(X)

VB > 0,P(|X — E(X)| > B) < 32

(inégalité de Bienaymé-Chebychev)

Preuve. On va appliquer Markov &4 Y = (X — E(X))2. On a E(Y) = V(X) et d’aprés Markov :

E(Y
Py > ) < 20
OrY >3 |X —E(X)|>pBet E(Y)=V(X), dou I'inégalité de Bienaymé-Chebychev. [ ]

12.4.1.3 inégalité de Jensen

Avant de donner I’énoncé de ce théoréme on rappelle que toute application f : R — R convexe sur R est continue
sur R.

on admet que si X est une variable aléatoire sur (Q,7,P) est f : R — R continue (par morceaux) alors f(X)
est une variable aléatoire.

Théoréme 12.4.3. Soit X une variable aléatoire réelle ayant une espérance et f : R — R convexe. Si f(X)
admet une espérance alors :

fEX)) <E(f(X))
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Preuve. Dans la cas d'une varlable aléatoire discrete. On suppose X representee par (zg,pk)ken+. Pour

tout n € N*, posons : Z prt, alors BE(X) = IIT (En). Sim, = Z py alors par convexité de f, on

( ) Zpk fxr) Zpkka

Par passage a la limite quand n tends vers 400 et comme f(X) admet une espérance et par continuité de

f et le fait que lim m, = 1, on obtient :
n—-+oo

a

fEX)) <E(f(X))

12.4.2 Convergence

12.4.2.1 Convergence en loi

Definition 12.4.1

Soit (X,) une suite de v.a.r et X une v.a.r. On dit que (X,,) converge en loi vers X si la suite (F,,) des
fonctions de répartitions des X,, converge simplement vers F' la fonction de répartition de X sur R\D
ot D est I’ensemble des points de discontinuité de F'.

Proposition 12.4.1. Si X ainsi que les X,, sont discrétes a valeurs dans N alors X,, — X en loi si et

seulement si
VkeN, lim P(X, =k)=P(X =k)

n—-+4o00o

Exemples. 1. Soit (X,,) sur (22, 7T,P) tel que X,, — B(p), alors X,, — X7 en loi.

2. Soit (X,,) une suite de v.a.r sur (Q,7,P) tel qu’il existe une suite (p,) € [0,1]N et A > 0 tel que
lim np, = A. Si X,, = B(n,p,) pour tout n alors X,, — X en loi ou X < P(A) (voir TD).

3 > g si ANZ#D
3. On considéreici @ =R, T =P(R) et P(A) = ke ANZ et pour tout n € N*.
0 si ANZ=10
Soit g € R. On dit qu’une v.a.r. Y sur (2, 7,P) suit la loi de dirac de paramétre xg, et on note
Y < D(z9) si P(Y = x¢) = 1. Il en résulte que ensemble de valeurs possibles de Y est D = {z}.
Un exemple simple de telle variables est ’application constante w +— zy de R vers R.
1 Soit X, une variable aléatoire réelle tel que X,, < B(+). Alors X,, — X en loi ou X < D(0).

En effet, nous avons, pour tout n € N* :

0 si t<O0
Fo(t)y=¢ 1-1 i 0<t<1
1 osi 1<t

et par suite, (F),) converge simplement sur R vers F' définie par

0 si <0
1 si 0<z

F(t) =

On voit que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X suivant D(0).
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12.4.2.2 Convergence en probabilité

Definition 12.4.2

On dit qu’une suite (X,,) de v.a.r sur (€2, 7,P) converge en probabilité vers une v.a.r X sur (Q,7,P) si :

Ve >0, lim (P(|X,—X|>¢))=0

li
n——+o0o

Proposition 12.4.2. Soit (f,,)nen une suite d’applications de R vers R qui converge simplement sur R vers
une application f : R — R. Si X est une v.a.r. sur ((,7,P) tel que Y,, = f,(X),n € Net Y = f(X) alors
(Y,,) tends vers Y en probabilité.

Preuve. Soit
O ={we/ lim (V,(w)=Y(w)}

n—-4oo

On a Q; = Q car Oy C Q par définition de € ; réciproquement, si w €  alors X(w) € R et comme
(fn) — f simplement, on a f,(X(w)) = f(X(w)), don Y, (w) = Y(w).
Notons que pour tout w € 2, on a :

we &Va>3INeNVn> N, Y, (v) -Y(w)| <«

Par suite, on peut dire que

0= U 4o

a>0 NeNn>N

ol

Apnoa=(Yn-Y| <a)

Soit € > 0 , alors :

Qc | () An-c

NeNn>N

o= U N 4

NeNn>N

par suite :

Pour tout N € N, notons : By = QN Ay . 11 est aisé de voir que By € 7. Il découle de ce qui précéde
n=

que :
Q= U By
NeN

La famille (By)n>o0 est une famille croissante d’éléments de 7 puisque, By = Ay, N By41 C Byt1.
Par le théoréme de la continuité séquentielle monotone, on a : 1 = P(Q) = sup ey P(Bw).

Soit ¢ € RY, par définition de la borne supérieure, il existe N € N tel que 1 —§ < P(By). Remarquons
que Vn > N, By C A, ¢, donc P(4,,.) > P(By), et par suite :

Vn > N,P(A,c)>1-46
Or:A,.=(Y,-Y|>¢ donc P(4,.) =1—-P(]Y, — Y| > ¢), ce qui donne :
Vn>N,1-P(Y,—Y|>e)>1-5

donc :
Ve >0,V > 0,IN e N,vn > N,p([Y, -Y| >¢) <4

Ceci démontrer que :
Ve > 0, EIE P(Y,-Y|>¢)=0

ce qui signifie que Y,, converge en probabilité vers Y. ]
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Théoréme 12.4.4. Soit (X,,) une suite de v.a.r. et X une v.a.r. sur (Q, 7, P). Si (X,,) converge en probabilité
vers X alors (X,,) converge en loi vers X.

Preuve. Ce théoréme est admis. [ |

12.4.3 Lois faible des grands nombres et théoréme limite central

12.4.3.1 Loi faible des grands nombres

Théoréme 12.4.5. Soit (X,,)nen+ une suite de v.a.r indépendantes et identiquement distribuées admettant
un moment d’ordre 2. Soit u ’espérance mathématique commune de ces variables aléatoires X,,,n > 1.

n
Alors la suite <Mn = % > X k) converge en probabilité vers la variable aléatoire constante p.
k=1 n>1
n
Preuve. Soit M, = % > X,,. Par linéarité de lespérance, on a E(M,) = p et par indépendance on
k=1
a V(M,) = X(no?) = "Tf oil o est 'écart-type commun des v.a.r. X,. Par I'inégalité de Bienaymé-
Chebychev, on a :
2
o
Ve > 0,P(|M,, —u|l >¢) < )

Pa conséquent :
Ve > 0, EIE P(|M,, —p| > €) =0

12.4.3.2 Théoréme limite central

Théoréme 12.4.6. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r. indépendantes, identiquement distribuées admettant
un moment d’ordre 2 et soit p et o l'espérance mathématique et 1’écart type communs de ces variables
n
aléatoires. Soit (M) la suite des v.a.r.. tel que M,, = L 3~ X;.. Alors la suite (M) des variables aléatoires
k=1
réduites centrées des M,, converge en loi vers une v.a.r. qui suit la loi de Gauss standard : A/(0, 1)

Remarque. Dans la pratique, quand n est suffisamment grand, on assimile la moyenne M,, avec une variable
aléatoire Y tel que ¥ — N(p, =)
En effet, la variable aléatoire centrée M) est liée & M,, par

1
o(My)

Or M,, = %Sn, ou S, = X. Donc E(M,) = %(nu) = 11 et par indépendance, V(M) = #na2 = %2, donc
k=1

donc
(Mn - N)?

n

YL
g

ce qui donne aussi

o
— M .

g t+u
On peut démontrer facilement que si X est une variable aléatoire et X* la variable aléatoire centrée réduite
associée alors X — N (p,0) & X* — N(0,1).
Ainsi le fait d’identifier M;} & une variable aléatoire qui suit la loi A(0,1) est équivalent & identifier M,, & X tel

que X — N(p, =)

M, =
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Exemple. 200 personnes contribuent a un jeu qui consiste & faire tourner une roue au hasard une seule
fois pour chaque personne. On note X, la variable aléatoire associée a ’angle modulo 27 duquel la roue
tourne aprés la contribution de la k éme personne. On suppose que toutes les précautions sont prises pour
que les Xj sont mutuellement indépendantes. Calculer la probabilité que la moyenne des angles associés
aux 200 personnes ne dépasse pas un demi tour.

Réponse : 1l s’agit d’une famille de variables aléatoires (Xj),1 < k < 200, qui suivent la loi uniforme
U[0,27]. Les v.a.r X, sont identiquement distribuées d’espérance u = m et d’écart-type o = \/Lg Si on

(m,

applique le théoréme central limite, on identifie la moyenne Mygg & une v.a.r X tel que X — N I 071/6)'
On veut :
P(M,<m) = PX<mn)
= —10\/6 " e*%(wydt
T 2T J -0

~ 0.5
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12.5 Annexe
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12.5.1 Tableau récapitulatif des variables aléatoires réelles discrétes usuelles

Nom Notation X(Q) | Loi de X E(X) V(X) Gx(t)
Uniforme dis-
créte ke{l---n} ,
X < %(A) A . ntl n? —1 AT Gy
P(X =k)=— 2 12 Lsit=
A={1,..,n} n
Bernoulli de
parametre 1—p+npt
pel0,1] X < Ber(p) | {0,1} P(X=0)=1-p p p(1—p)
P(X=1)=p
Binomiale de
parameétres n e b ok "
et p X = B(n,p) | [0,n] P(X =k)=Chp'q np np(1—p) (1—p+pt)
avecqg=1—p

Poisson de N

N A" (t—1)
paramétre A, P(X =n) = AN A et
avec A € R} X = 2(}) N n! A
Loi  géomé-
trique de | 1 1

* _ n— — pt

ot X < 9(p) N P(X =n) =p(l - p) - b —_—

paramétre p » » T—(1=p)

avec p €]0, 1]
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12.5.2 Tableau récapitulatif des variables aléatoires réelles continues a densité
usuelles :

Nom Notation Loi de X E(X) | V(X)
Uniforme conti- X a pour fonction de répartition :
nue sur le seg- 9
ment [a, ] X = % ([a,]) 0 si t<0 a4 —2|— b (b —2a)
1
Fx(t) = };:—Z si a<t<b
1 si t>0b

Loi expo- X a pour fonction de répartition :
nentielle de X <= &N 1 1
paramétre A l—e ™ s t>0 N V)

* Fx(t) = - A
avec A € RY X .

0 si t<0

Loi normale de X a pour densité fx tel que :
Gauss de para- ) ) )
meétres p et o X = AN (p,07) fx(t) = ;e—% M o
avec pu,0 € R et oV2m
c>0
Loi Gamma de X a pour densité fx tel que :
parameétres a et X < T'(a,\) a a
A avec a, A € R%. Tme M st t>0 i 2

fxty=4¢ "
0 si t<0
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12.5.3 Stabilité de certaines lois
12.5.3.1 Loi de Bernoulli, loi binomiale

Proposition 12.5.1. X et Y sont deux v.a.r indépendantes sur (2, 7,P). Si X — Ber(p) et Y — Ber(q) et
X et Y alors XY < Ber(pq)

Remarque. Généralement si X1, .-, X,, sont des v.a.r indépendantes tel que
Yk € [1,m], Xy — Ber(pi)

alors
m m

X = HX’“ — Ber(p) oup = I_Ip;C
k=1 k=1

Proposition 12.5.2. Si X, Y sont deux v.a.r indépendantes sur (Q, 7,P) et si X < B(n,p) et Y — B(m, p)
alors X +Y < B(n+m,p)

Remarques. 1. Plus généralement si X1, .-+, X,, indépendantes et X — B(ng,p) alors

X = ZXk — B(an,p)
k=1 k=1

2. Si (Xk)1<k<n indépendantes tel que Yk € [1,n], Xy < Ber(p) alors
n
Z Xk — B(?’l,p)
k=1

12.5.3.2 Lois de Poisson

Proposition 12.5.3. Soit m € N* et (Xj)1<k<m une famille de v.a.r indépendantes. On note X = 3 Xy,
k=1

et A= > Ag. Si pour tout k € [1,m], Xy < P(\g) alors X — P(X)
k=1

Preuve. Par récurrence : Si n = 2, alors X1 + X2(2) = N et pour tout n € N, on a

P(X1+Xy=n) = Y P(X1=jP(Xs=n~—j)
=0
n A An—d
= it (=)
e Outra) LN (1) 45y
n! j)
=0
= e_/\L
n!

ol A= A + Ao.
Supposons la propriété vraie pour m € N* et soit Xj,k € [1,m + 1] des v.a.r indépendantes tel que

X = P(Ar) pour tout k € [1,m + 1]. Par hypothése de récurrence, > X — P(>. Ar) et d’apres la
k=1 k=1

m—+1 m+1
propriété vraie pour m = 2 on en déduit que Y. Xp — P( > k) [ |
k=1 k=1

12.5.3.3 Loi T
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Proposition 12.5.4. Si X et Y sont deux v.a.r indépendantes sur (2, 7,P) tel que X < I'(\;a) et ¥ —
L(\0b) alors X +Y — T'(A\,a+b)

On donne les remarques suivantes :

1. Généralement si Xi,---,X,, sont des v.a.r indépendantes sur (Q2,7,P) et si X < T'()\ ar) alors

> X = T(A X2 ag)
k=1 k=1
2. Remarquons que I'(A, 1) = &(\) doncsi Xy, - - -, X, indépendantes suivent & () leur somme suit I'(A, m).

12.5.3.4 Loi normale

Proposition 12.5.5. Si X et Y sont deux v.a.r indépendantes sur (Q,7,P) tel que X — N (ui,01) et
Y < N(pa,02) alors X +Y < N(p1 + pe, /0% + 03)

Généralement si X1, -+, X,, indépendantes tel que Xy — A (uk, o) alors

X:ZXk<—></V(,u,a)

k=1

ou

m
MZZM et o=
k=1
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