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Chapitre 5

Espaces préhilbertiens réels.

Dans tout ce qui suit tous les espace vectoriels considérés sont des espaces vectoriels sur R.

5.1 Généralités

5.1.1 Produit scalaire, espaces préhilbertiens réels

Definition 5.1.1

On appelle produit scalaire sur E toute application de E? vers R bilinéaire symétrique positive défi-
nie. On dit forme bilinéaire sur F symétrique positive définie. On note (,) une telle forme. Pour tout
T,Y,%1,T2,Y1,Y2 € E et A € R, on a alors :

L (z1+ Az2,y) = (T1,y) + Mz2, )
2. {z,y1 + Ay2) = (x, 1) + M, ya).
3. (z,y) = (y, 7).

4. (z,z) >0

5. (z,z) =z =

Remarques. 1. On note ||z|| = /(z, x), pour tout = € E.

Exemples. Dans chacun des exemples ci-dessus, F est un espace vectoriel réel et (.) est un produit scalaire
sur F.

1. E=R" avec n € N*, et pou tout & = () 1<qk<n, ¥ = (Y&)1<qh<n € E :

n
<:E7 y> = Z TrYk
k=1

2. E =(([0,1],R) I'espace vectoriel réel des applications continues de [0, 1] vers R. Pour tout f,g € E
on pose :

1
(f,9) = / F(H)g(t)dt

3. E=R[X], a,b € R tel que a < b, w : [a,b] — R une application positive non identiquement nulle
et continue sur [a, b]. Pour P, @ € R[X], on pose :

b
(P.Q). = / w(t)P(£)Q(t)dt

4. E = M, (R) (avec n € N*), pour A, B € E, on pose :
(A, B) = tr(*AB)

5. ne€N, E=R,[X] et a= (ag,...,a,) € R"! une famille de nombres réels deux a deux distincts.
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Pour P,Q € E :
<P7Q>a = ZP(ak)Q(ak)

k=0

n

5.1.2 Inégalité de Cauchy-Shwarz, inégalité de Minkowski

Proposition 5.1.1. Soit £ un espace préhilbertien réel, alors :
1. Pour tout (z,y) € E?, on a :
Kz, )] < 1=l Iy
avec égalité si et seulement si la famille (z,y) est liée.
2. Pour tout (z,y) € E?, on a:
lz +yll < [zl + [lyll

avec égalité si et seulement si y = Az avec A € R

Proposition 5.1.2. L’application E — Ry, x — ||z| = /(z,z) est une norme sur FE, appelée norme
euclidienne associée au produit scalaire de E';

5.1.3 Identités

Dans tout ce qui suite F est un espace préhilbertion réel.

5.1.3.1 Identités remarquables
Proposition 5.1.3. Pour tout z,y € F et tout A € R, on a :
2 2 2
lz + Ayll™ = [lz[I” + A [lylI” + 2M\(z, y)

En particulier, pour tout z,y € E, on a :

2 2 2

1z + ™ = ll=l” + lly[I” + 2(z, )
2 2 2

Iz = ylI” = llzl” + lylI” = 2{z, )

5.1.3.2 Identité du parallélogramme

Proposition 5.1.4. Pour tout z,y € E on a :

2 2 2 2
lz +yll” + llz = ylI” = 2(l=]" + ly[I")

Remarque. Pour démontrer qu’une norme n’est pas une norme euclidienne (c’est-a-dire elle ne provient pas
d’un produit scalaire), il suffit de prouver que 'identité du parallélogramme n’est pas satisfaite pour un certain
couple (z,y) de E2.

5.1.3.3 Identités de polarisation
Proposition 5.1.5. Pour tout z,y € F on a :

1 2 2
(@,y) = 1(lz+yl" — |z —yl

Pour tout z,y € E, on a :

1 2 2 2
(@, y) = 5z +yll” = llzl” — lly|
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5.2 Orthogonalité

5.2.1 Généralités

Dans tout ce paragraphe E est un espace préhilibertien réel.

Definition 5.2.1

Soit (z,y) € E2. On dit que x est orthogonal & y si (x,y) = 0.

Remarque. z est orthogonale & y si et seulement si y est orthogonal & . On dit que x et y sont orthogonaux
et on note z_ly.

Proposition 5.2.1. Soit z,y € F et o, 5 € R, alors :
1. 0Lz
2. zlx=2x=0
3. Si z Ly alors az L fy.

5.2.2 Orthogonal d’une partie

Definition 5.2.2

Soit A une partie de E. On appelle orthogonal de A et on note A+ la partie de £ définie par :

At ={z e E/Na€ A,xla} = {z € E/NVa € A, (a,z) = 0}

Proposition 5.2.2. Pour toutes parties A et B de E on a :
1. Ac A+
2. ACB= Bt cAt
3. Si F} et I sont des sous-espaces vectoriels alors (Fy + Fy)t = (Fy)t N (Fy)t

Preuve. 1. Soit z € A, donc pour tout y € A+, on a (z,y) = 0, donc z € A+ et finalement A C A++.

2. Supposons que A C B, soit € B+ alors pour tout @ € A, on a a € B, donc (x,a) =0, donc pour
tout € B+ on a x € A+ donc B+ c At.

3.0na ), CFy+F,et F, CF,+ Fy, donc d’aprés le résultat ci-dessus, on a (Fy + Fy)* C Fi- et
(Fi+Fy)* C F5, donc (Fy +F,)* C Fi*NFs-. Inversement soit € Fi-NF3-, pour tout y € Fy + Fy

il existe (y1,y2) € F1 X Fy tel que y = y1 + y2, donc (x,y) = (z,41 + y2) = (x,y1) + (2, y2) = 0.
[ |

Remarques. On donne les remarques suivantes :

1. E+ = {0}, en particulier pour démontrer qu’un vecteur a de E est nul, il suffit de prouver que Va €
E, (z,a) =0.

{0+ =E

Pour toute partie A de E, A" est un sous-espace vectoriel fermé de E.

Pour toute partie A de E, on a A+ = (Vect A)+

Si A et B sont deux parties de E, on dit que A et B sont orthogonales et on note AL B si :

ANl

Y(a,b) € Ax B, {a,b)=0

Remarquons que :
AlB& AC Bt & BcC At
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Preuve. On va donner les preuves de toutes les remarques ci-dessus :
1. Soit € E+ alors € F et pour tout y € E, on a (z,y) = 0, en particulier pour y = z, on a
(z,x) =0, donc ||z|| = 0 donc = 0. Ainsi E+ C {0} et comme 0 € E*, on conclut que E+ = {0}.
2. OnaVe € E, (r,0)=0,donc E C {0}* et comme {0}* C E, on a {0}* = E.
3. Soit A une partie non vide de E. Ona A+ # @ car0 € A+. Sia,bce At et \€ R,onaa+\bec At

car pour tout x € A, on a (a+ b, z) = (a, ) + A(b, x) = 0. Donc A~ est un sous-espace vectoriel de

E. Soit (z,,) une suite a valeurs dans A+ tel que x,, —+> ¢ avec ¢ € E. On va prouver que £ € A+,
n—-+0oo

Soit a € A, alors Vn € N, (a,x,) = 0. Par continuité de I'application = — (a, z), le passage a la

limite donne liIJIrl {a,r,) = (a,?). Il en découle que (a,f) = 0, pour tout a € A, donc que £ € A+,
n—-+4oo

ce qui achéve la preuve du fait que AL est fermée.

4. Comme A C Vect A, on a (Vect A)* C At. Réciproquement, soit z € AL, on va prouver que
x € (Vect A)*, pour cela considérons y € Vect A, donc il existe ay,...,a, € Aet Aj,..., A\ € R tel
m

m m
quey = > Apak. Ona (z,y) = (z, >° Apar) = > Au(z,ax) = 0 puisque Vk € [1,n], (z,ax) =0.
k=1 k=1 k=1
Ainsi on a prouvé que A+ = (Vect A)L, pour toute partie non vide de E.

5. Si ALB, soit z € A alors pour tout b € B, on a (z,b) = 0 puisque ALB, donc = € B+ donc
A C B*. Ainsi ALB = A C B*. Par symétrie des roles on a aussi ALB = B C A+. Si A c B+
alors par définition, pour tout (a,b) € A x B, on a {(a,b) = 0, donc ALB.

ce qui achéve les preuves de toutes les remarques ci-dessus. |

5.2.3 Familles orthogonales, familles orthonormées

5.2.3.1 Définition, exemples

Definition 5.2.3 A

Soit I un ensemble non vide fini ou dénombrable et .# = (z;);cr une famille de vecteurs de E.
On dit que % est une famille orthogonlae si

Vi,jEI, i;«éj:><a:i,xj>:0.
On dit que % est une famille orthonormée si :

V(i,j) € I?, (z;,2;) = d;; (symbole de Kronnecker

\

Remarques. On fait les remarques suivantes :
1. Si de plus la famille .# est une base de E, on parle de base orthogonale (resp. base orthonormeée.)

2. On appellera suite orthonormée de vecteurs de E toute famille orthonormée (e, ),ecn indexées par N. Une
telle famille n’existe que si E est de dimension infinie.

Proposition 5.2.3. Soit (E, (.)) un espace préhilbertion réel. Alors, toute famille orthogonale de vecteurs
de E formée de vecteurs non nuls est une famille libre, en particulier toute famille orthonormée de E est
une famille libre de F.

Preuve. Soit (e;);er une telle famille. Si J est une partie finie non vide de I et (a;)ies une famille de
scalaires tel que :
Z o;e; = 0

ieJ

(ek, Z a;e;) =0

icJ

soit k € J, alors :

donc
2
ag [lex]|” =0

et comme e; # 0 on a a = 0. |
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Exemples :

1. On considére E = %2, (R, R) Pespace vectoriel des applications continues périodiques de R vers R muni

de produit scalaires :
2

(f.9) € E* (f.g)= [ [f(t)g(t)dt

0

Les familles ¢ = (t — cos(nt))nen et & = (¢ > sin(nt))nen sont des familles orthogonales de E. Bien
entendu, ce ne sont pas des bases orthonormées.

2. On sait que si n € N* alors le produit scalaire usuel de R" est défini par : Pour x = (21, -+ ,x,) et

n

y=(y1, " ,Yn), (£,y) = > 2;y;. Pour ce produit scalaire la base canonique & = (e, - ,e,) de R™ est
i=1
une base orthonormée de R"

+oo +oo
3. Soit £ = R[X] muni du produit scalaire : Pour P = > ap, X" et Q@ = > b,X™, on pose (P,Q) =
n=0 n=0
+oo
> apby,. Alors la base canonique (1, X, X?2,---, X" ---) est une base orthonormée de E.
n=0

5.2.3.2 Existence des bases orthonormées : Procédé de Gram-Schmidt

On rappelle le théoréme donnant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt :

Théoréme 5.2.1. Soit F un espace euclidien de dimension n;n # 0 et € = (uy,- - ,uy) une base de E.
Alors il existe une et une seule base orthonormée & = (e, - ,e,) de E tel que :

Vect{uy, - ,ur} = Vect{er, - ,e,}
Vk € [1,n],

<uk, €k> >0

Remarques. On donne les remarques suivantes :
1. Tout espace euclidien de dimension non nulle admet des bases orthonormées.

2. Si F est un espace préhilbertien réel alors tout sous-espace vectoriel F' de dimension finie non nulle de
FE admet des bases orthonormées pour le produit scalaire sous-jacent de F.

3. Si % = (ug)ken est une famille libre d’un espace préhilbertien E alors il existe une famille orthonormée
& = (er)ren tel que Vect(u;);jepo,k] = Vect(e;) efo,k) Pour tout k& € N.

4. Si % = (ug)rez est une famille libre d’un espace préhilbertien E alors il existe une famille orthonormée
& = (er)rez tel que Vect(uy);je—rx] = Vect(e;) je[—k,k POUr tout & € N.

Exercice Soit £ = Ry[X] muni du produit scalaire (P,Q) = fol P(t)Q(t)dt, pour tout P,Q € E et % =
(Ug, Uy, Us) avec Uy, = X* pour tout k € [0,2]. Déterminer I'orthonormalisé de Gram-Schmidt & = (Ey, Ey, E3)
de % .

5.2.4 Expression du produit scalaires dans une base orthonormée

Proposition 5.2.4. Soit F un espace euclidien de dimension non nulle n et & = (e1,--- ,e,) une base

n n
orthonormée de E. Alors si x = > w;e; et y = > y;e; sont deux vecteurs de E, on a :
= i=1

(@y) = zyi= *XY = 'YX
=1

ou
Ha| Y1

X = : et Y=

T Yn
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I sont les colonnes des coordonnées de x et y dans la base &

Proposition 5.2.5. Soit E un espace euclidien de dimension non nulle n et & = (e1,--- ,e,) une base
orthonormée de E, alors :

Vee E, x= Z(x,ek>ek.
k=1

n
Preuve. Si on pose x = Y xpey alors d’apreés la proposition ci-dessus (z, e) = xj, d’ou le résultat. ]
k=1

Remarque. Si E est un espace préhilbertien réel admettant une base orthonormée dénombrable (e;);cr alors
si:

=) xie

el

Y= yie
el

(wy) =D i et |zl = [ a?
i€l i€l

5.2.5 Conséquences : Théoréme de représentation, supplémentaire orthogonal d’une
sous-espace vectoriel de dimension finie

sont deux vecteurs de FE alors :

5.2.5.1 Théoréme de représentation

Théoréme 5.2.2. Soit F un espace euclidien de dimension non nulle n. Pour toute forme linéaire f sur E,
il existe un et un seule vecteur a de E tel que f = (a,.), ¢’est-a-dire :

Ve e E, f(z)=/a,z)

Preuve. Unicité : Si a,a’ répondent au probléme alors pour tout € E on a f(z) = (a,x) = (d/, z), donc
(a—a',z) =0 et par suite a — a’ € E+ = {0} d’ott a = d’.

Existence : Comme F est de dimesnion finie, E admet une base orthonormée & = (e1,--- ,e,). Soit © € E
n n n

tel que © = Y x;e; alors f(x) = > x;f(e;) = (a,x) o a = fle;)e;. [ |
i=1 i=1 i=1

Exercice Pour tout P,Q € Ry[X], on pose (P,Q) = P(—1)Q(—1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1). Déterminer, aprés
avoir justifié son existence et unicité le polynome A € Ry[X], tel que pour tout polyndme P € Ry[X] on aie :
P'(0) = (A, P).

Exercice Soit (a,b) € R? tel que a < b et n € N*. Soit g : [a,b] — R une application continue par morceaux
sur [a, b].

1. Démontrer qu’il existe un et un seul a = (ap, . .., a,) € R**! tel que :

VP € R, [X], /bg(t)P(t)dt = Zn:akp(k) (0).
a k=0

On note ¢(g) 'unique « ci-dessus.

2. On note CM([a, b], R) lespace vectoriel des applications continues par morceaux de [a, b] vers R et on le munit
de la norme de convergence uniforme ||.||oo. Démontrer que Papplication ¢ : CM([a,b],R) — R"* ;g — »(g)
est continue de (CM ([a,b],R), ||.|[oc) vers R™F1.

5.2.5.2 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace vectoriel de dimension finies

Definition 5.2.4

On dit qu’un sous-espace vectoriel F' de E admet un supplémentaire orthogonal si F + F+ = E.
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- 11 est aisé de voir que F'N F+ = {0}, donc si F' admet un supplémentaire orthogonal on a F @ F+ = E.

FLL

Proposition 5.2.6. Si ' admet un supplémentaire orthogonal alors = F. En particulier F+ admet

aussi un supplémentaire orthogonal.

Preuve. Supposons que F admet un supplémentaire orthogonal, alors F @& F+ = E. On sait déja que
F c Ftt Réciproquement soit = € F+L écrivons © = a1 + 22 avec 21 € F et zo € FL-. Alors 0 =
(x,23) = (w1, 22) + ||72]|? = ||22]|?, donc x5 = 0 et par suite x = z; donc x € F. [ |

Théoréme 5.2.3. Si F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien quelconque
E alors F admet un supplémentaire orthogonal. Autrement dit F @ F- = E et F = F++,

Preuve. Si F' = {0} ou F' = E, le résultat est banal puisque E @ {0} = E.

Si F # {0} soit p = dim(F) et & = (e1,--- ,e,) une base orthonormée de F. Soit a € E. L’application
f:F =Rz f(xr) = (a,x) est une forme linéaire sur F'. Comme F est de dimension finie, il existe b € F'
tel que f = (b,.) Donc pour tout € F, on a (a,z) = (b,z) donc a — b € F1. Posons alors a — b = b avec
b € Ft. Alors a = b+ b avec (b,b') € F x F+. Ainsi on a

(Va € E)3(b,V) e FxFY) a=b4+10

donc E = F + F1, ce qui termine la preuve de la proposition. ]

L’exercice ci-dessous montre qu’un sous-espace vectoriel d’'un espace préhilbertien peut ne pas admettre de
supplémentaire orthogonal.

Exercice Soit F = %([0,1],R) 'espace vectoriel des applications continues de [0,1] vers R et F' = {f €
E/f(0) = 0}. On munit E du produit scalaire défini par (f,g) = fol f(®)g(t)dt. Démontrer que dans l’espace
préhilbertien (E,(.)) on a F- = {f} ou 6 est I'application nulle de [0, 1] vers R.

Réponse Soit g € F* et considérons f définie par f(t) = tg(t) alors f € F, donc (f, g) = 0, donc fol tg?(t)dt = 0.

Comme t +— tg?(t) est continue positive sur [0,1], elle est nulle donc g est nulle sur ]0, 1], et par continuité, g
est nulle sur [0, 1].

5.3 Projection orthogonale

Dans toute cette section E désigne un espace préhilbertien réel non forcément de dimension finie.

5.3.1 Généralités

5.3.1.1 Définition, caractérisation

Definition 5.3.1

Soit F' un sous-espace vectoriel de E tel que F @ F- = E. La projection orthogonale pr sur F parallé-
lement & F* s’appelle projection orthogonale sur F.

pr(x) € F

On a donc pr € L(E) et Vx € E,
r—pp(r) € Ft

Avec les notations ci-dessus, on a la :

eF
Proposition 5.3.1. Pour tout (z,y) € E?, on a : pr(z) =y & Y
x—y€Ft

Preuve. Si pr(z) = y alors y € Im(pr) = F. Par ailleurs, comme z = y + (z — y) alors z —y € F*.
Réciproquement, si y € F et z —y € F- comme en plus z = y + (z — y) on a bien pp(z) = y. [ |




10 CHAPITRE 5. ESPACES PREHILBERTIENS REELS.

5.3.1.2 Caractérisation métrique

Théoréme 5.3.1. (Pythagore)
Soit ' un espace préhilbertien réel, alors :

V(@,y) € B* aly < o+yl* = [l + llyl?

Preuve. On a ||z + y||? = ||=]|® + ||y||? + 2(z,y) et le résultat en découle immédiatement. [ |
Remarque. Généralement si m > 2 et x1,--- , x,, des vecteurs deux & deux orthogonaux avec m € N,m > 2,
alors :

m m
1D anll® = Mzl
k=1 k=1

Attention! La réciproque n’est pas vraie si m > 3.

Théoréme 5.3.2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E admettant un supplémentaire orthogonal. Alors :

1. Pour tout « € E, on a d(z, F) = d(z, pr(x)) = ||z — pr()||

ze F
2. Si z est un vecteur de E tel que alors z = pp(x).
d(z, F) = ||lz - z||

Preuve. 1. Rappelons que d(z, F) = inf{d(z,y)/y € F}. Soit y € F, on a (pp(z) — y)L(x — pr(x)),
donc par le théoréme de Pythagore, on a : [z — y||*> = [|pr(z) — yl|> + ||z — pr(z)[*. I en découle que
lz = pr(@)| < |lz —yl, et comme en plus pp(x) € F, on a d(z, F) = || — pr(z)|

2.Size€ Fetd(z,F)=|x—z| alors ||z — z|| < ||z — pr(x)| puisque pr(z) € F. Or, ce qui précéde montre
que

lz = 21* = llpr(z) = 2> + llz = pr(2)|
donc

lpr(z) = 2[|* = |z — 2* = ||z — pr(2)|

donc ||pr(x) — 2]|?> < 0 donc ||pr(z) — z|| = 0 et par suite 2 = pp(z).Ce qui achéve la preuve du théoréme
5.3.2 |

5.3.2 Cas ou I est de dimension finie

Soit F un espace préhilbertien. Selon Le théoréme 5.2.3, si F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de
E alors F @ F+ = E, ce qui eut dire que la projection orthogonale pr existe pour un tel sous-espace vectoriel.

5.3.2.1 Expression du projeté orthogonale

Proposition 5.3.2. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie non nulle p de E et € = (e1,--- ,¢ep)
une base orthonormée de F', alors si pg est la projection orthogonale de E sur F' on a :

b
Ve € E, pr(z) =) (x,ex)er
k=1

Preuve. Soit k € [1,p], alors ex L(z — pr(z)), donc : {eg,x) = (ex,pr(z)) et comme pp(z) € F et C est

n

une base orthonormée de F, on a : pr(x) = > (pr(x), er)ex et le résultat en découle. [ |
k=1

5.3.2.2 Inégalité de Bessel
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Proposition 5.3.3. Soit (E, (.)) un espace préhilbertien de dimesnion infinie. Si & = (ep)nen est une suite
orthonormée de vecteurs de E alors pour tout vecteur z de E, la série S |(z, e,)|? est convergente dans E
et on a :

+oo
> @ el <l
n=0

Preuve. Soit n € N, et notons V,, = Vect(ex)o<k<n €t 7, la projection orthogonale sur V,,. Soit € E. Par

n
le théoréme de Pythagore, on a : ||z|? = ||, (2)[|* + ||z — mn ()], et comme ||m,(2)]|* = > [(x, ex)]?, on
k=0

peut dire que :
n
¥neN, Sy = |(w ex)* < [l
k=0

Il en découle que la série a termes positifs > [(z,e,)|* est convergente puisque la suite de ses sommes
partielles est majorée. Comme de plus ||z||? est un majorant des sommes partielles, la somme de la série

réalise :
—+o0

Yl en)l® < ).

n=0

5.3.2.3 Gram-Shmidt et les projections orthogonales

Soit (E,(.)) un espace préhilbertien réel et % = (u;,...,u,) une famille libre de E. On peut exprimer 1’ortho-
normée de Gram-Shmidt de % comme suit : & = (eq,...,ey,) avec

— Ui
€1 = Tl

U1 — T (U41)

Vk (S [[1, n — 1]], ek+1 = —Huk+177rk(uk+1)\|

ou pour tout j € [1,n], on note m; est la projection orthogonale de E sur V; = Vect(u;)1<i<;-

5.4 Espaces euclidiens : rappels et compléments

Dans tout ce qui suit F est un espace euclidien de dimension non nulle.

5.4.1 Matrices orthogonales, endomorphismes orthogonaux

5.4.1.1 Matrices orthogonales

Proposition-Définition 5.4.1. Soit A € M,,(R). Les assertions suivantes sont équivalentes
(1) tAA=1,
(2) AtA=1,
(3) A est inversible et A7 = tA
(4) Les colonnes de A forment une base orthonormée de M,, 1(R).
(5) Les lignes de A forment une base orthonormée de M ,,(R).
(6) Il existe deux bases orthonormées & et B’ tel que A est la matrice de passage de & a H#'.

Si 'une des assertions est vérifiée, on dit que A est une matrice orthogonale.

Preuve. Rappelons que si M € M, (K) alors M est inversible a droite si et seulement si M est inver-
sible & gauche si et seulement si M est inversible, auquel cas, les trois inverses sont égaux. En effet si
M est inversible il est clair que M est inversible a droite et a gauche et les trois inverses sont égaux.
Réciproquement, si M est inversible & droite par exemple , il existe M’ € M, (K) tel que MM' = I,,,
donc det(MM') = 1, donc det(M) det(M') = 1, en particulier, det(M) # 0 et M est inversible. Comme
MM'=1,,ona M Y(MM')= M~ donc M’ = M~!. Le méme raisonnement est valable si on suppose
que M est inversible & gauche.
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Ce rappel nous donne immédiatement :
1)< @2) =3

Notons

’
A= (ag)i<ijen €t ‘A= (a;)1<ij<n
On a alors :

v(lvj) € IIl,'I'L]]2, a;j

= a’ji
Sii,j € M, 1(R), les produits scalaires respectifs des colonnes C; et C; et des lignes L; et L; de la matrice
A sont :
n n
(C,Cj) = ;;1 akir; = ;;1 Tk

3

n
(Lis Ly) = > awaj = > aipay,;
k=1

=
I
—

11 en découle que le terme général de la matrice *AA est :
cij = (Ci, Cj)
et le terme général de la matrice A*A est :
dij = (Li, Lj)

Donc : ‘AA = I, si et seulement si pour tout (i,5) € [1,n]?, on a ¢ij = 0;; (symbole de Kronnecker), si
et seulement si la famille (Ck)1<kn est une base orthonormée de M,, 1(R), donc (1) < (4). De méme :
A'A = I, si et seulement si pour tout (4,5) € [1,n]?, on a d;; = &;; si et seulement si la famille (Ly)1<kn
est une base orthonormée de Mj ,,(R), donc (2) < (5). Il en découle que l'on a & présent démontré que :

)= (@2)e @)= @) e (5

Pour terminer, on va démontrer que (4) < (6).

- Supposons qu’on a (6), et soit : & = (er)1<r<n €t B’ = (€})1<k<n sont deux bases orthonormée tel que
A = (aij)i<ij<n est la matrice de passage de & a A’ alors, pour tout k € [1,n], la colonne i de A est
C; = (pri)1<k<n, donc si i,j € [1,n] alors :

(Ci,Cj) = pikpjn = (€}, €f) = b
k=1

ce qui prouve (4).
- Supposons qu’on a (4) : Soit # = (ex)1<kr<n une base orthonormée de E et soit &’ = (€},)1<k<n tel que :

(*) V] € [[17nﬂﬂ 6;‘ = Zakjek
k=1

Alors :

Vi,j S [[l,n]], <€;,€;> = <Oi,0j> = 57;]‘
Donc %' est une base orthonormée de E. Il est clair par (x) ci-dessus que A est la matrice de passage de
P a A, ce qui achéve la preuve de (6). [ |

Proposition 5.4.1. L’ensemble des matrices orthogonales est un sous-groupe du groupe linéaire G L, (R),
noté O, (R). La partie de O, (R) :

SOL(R) = {A € O, (R)/ det(A) = 1}

est un sous-groupe de O, (R) appelé le groupe spécial orthogonal.

Attention! L’ensemble des matrices orthogonales de déterminant —1 ne forment pas un groupe puisque le
produit de deux de ces matrices est dans SO, (R).

Proposition 5.4.2. Soit A est une matrice orthogonale alors det(A4) € {—1,1}.
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Remarque. Si B € O,(R) tel que det(B) = —1 alors

On(R) = SOu(R) U (B.SO,(R)) = SO, (R) U (SO, (R).B)

5.4.1.2 Endomorphismes orthogonaux

FE est un espace euclidien de dimension n avec n > 1.

Proposition-Définition 5.4.2. Soit v un endomorphisme de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) u conserve la produit scalaire, ¢’est-a-dire :
V(@,y) € B* (u(2),uly)) = (z,y)
(2) u conserve la norme , c’est-a-dire :
Vee B lu(z)] = [|l=|
3) Il existe une base orthonormée & de E tel que mate(u) est une matrice orthogonale.
4) Pour toute base orthonormée & la matrice matg(u) est une matrice orthogonale.
)

5

6) u transforme toute base orthonormée de E en une base orthonormée de E.

u transforme au moins une base orthonormée de E en une base orthonormée de E.

(
(
(
(

Si 'une des assertions ci-dessus est vérifiée on dit que u est un automorphisme orthogonal.

Proposition 5.4.3. Pour tout endomorphisme orthogonal u de E, on a det(u) € {—1,1}.

Remarque. En particulier les endomorphismes orthogonaux sont des automorphismes, d’ou 'appellation :
Automorphismes orthogonaux.

Proposition 5.4.4. [’ensemble des automorphismes orthogonaux de E est un sous-groupe du groupe linéaire
GL(FE) isomorphe & O,(R). On le note O(FE).

5.4.2 Reéduction des matrices et endomorphismes orthogonaux

5.4.2.1 Résultats généraux

Théoréme 5.4.1. Soit v un automorphisme orthogonal et F' un sous-espace vectoriel de F, alors F' est
stable par u si et seulement si F* est stable par u.

Preuve. Supposons que F' est stable par u et soit v = up I’endomorphisme induit. Notons que v est un

automorphisme de F car v est injectif et F' de dimension finie. Il en découle que F est stable par v ™! car

car si b € F alors v™1(b) =a € F, or b = v(a) = u(a), donc a = u~1(b), donc u=1(b) € F Soit z € F+
alors pour tout y € F', on a :

(u(x),y) = (u(@), u(u™ (y)) = (z,u""(y)) =0

en vertu de la remarque ci-dessus que F' est stable par ™! . Ainsi pour tout * € F+ on a u(x) € F*,
donc F* est stable par w. ]

Proposition 5.4.5. Soit u € O(FE) un automorphisme orthogonal. Alors Sp(u) € {—1,1}.

Preuve. Si A € Sp(u) alors, il existe x € E tel que x # 0 et u(z) = Az. On a :
(u(z),u(z)) = (z,2) = \(z, )

donc (A2 — 1) ||lz||> = 0, et comme z # 0, on a A2 = 1, donc A € {—1,1}. [ |
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Lemme 5.4.1. Soit u un endomorphisme orthogonal de F et E; = ker(u —Idg) et E_; = ker(u+Idg), et
notons F = E1(u) ® E_;(u) et G = F+, alors :

1. By(u)LE_1(u).

2. F et G sont stables par w.

3. Si v = ug est Pendomorphisme de G induit par u alors Sp(v) = (0.

Preuve. Démontrons les trois points de la proposition :
1. Soit € Eq(u) et y € E_1(u), alors d’une part (u(x),u(y)) = (z,y) car u est un automorphisme
orthogonal ; d’autre part : (u(z),u(y)) = (r, —y) , donc (z,y) = —(z,y) et (z,y) = 0.
2. F est stable par u car Fy(u) et E_;(u) sont stables par u. Le théoréme ?? permet de dire que G
est stable par .

3. Supposons que v admet une valeur propre A, alors A serait une valeur propre de u donc A € {—1,1}.
Comme il existe z € E\{0} tel que v(z) = Az, on aurait x € F, chose impossible car F NG = {0}.

[ |
Proposition 5.4.6. On a
cosf esinf
02(R) = /0 eR e e {-1,1}
sinf —ecosf

a c¢
Preuve. Soit A = € Ms(R). Si A € O3(R) alors les colonnes de A forment une base ortho-

b d

a2+’ =1 p
a
normée de Ms1(R), donc : 21+ d? =1 . Légalité ac + bd = 0 s’écrit aussi = 0, donc les
b —c
ac+bd =0
a
vecteurs X = et Y = sont colinéaires, et comme X # 0 car || X|| = 1, il existe ¢ € R tel
b —c

e==+£1

c=—¢b ) ) ) cos(f) =a
que Y = eX, donc . On sait que a®+b? = 1 si et seulement si 30 € R tel que

d=c¢ea sin(f) = b

a?+v:=1

cos(f) —esin(f)

sin(f)  ecos(0)
Réciproquement il est aisé de voir que de telles matrices sont orthogonales (les colonnes sont orthogonales
entre elles et chacune de norme 1), ce qui finit la preuve de la proposition. ]

donc A =

Remarque. Il y’a donc deux types de matrices orthogonales de taille 2, & savoir :

) cosf) —sind . i
1. Les matrices de la forme Ry = appelées matrices de rotation.

sinf  cosf

) cosf  sinf . .
2. Les matrices de la forme Sy = appelées matrices de symétrie.

sinf —cos6

Il est aisé de voir que :
SO2(R) = {Ry/0 € R}
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Proposition 5.4.7. Soit 6 € R alors :

1. la matrice de rotation Ry est diagonalisable si et seulement si § = O[n]. Précisément :
- Si § £ 0[r] alors Ry n’a aucune valeur propre réelle.
-Si 0 =2kn,k €7 alors Rg = I,.
- Si 6 = (2k+ 1)m alors Ry = —1I,,.

2. La matrice de symétrie Sy est diagonalisable. Précisément Sy est orthogonalement semblable & la

10
matrice J = c’est-dire Sy = *PJP ou P € O2(R).
0 -1

Preuve. On va étudier les deux matrices Ry et Sy

1) Le polynoéme caractéristique de Ry est xr, = X2 —2cos0X + 1, qui est un trinome de discriminent :
§=cos?f — 1= —sin?@, donc Sp(Ry) #D = =0 60=0 [n].

eSi 0 =0 [27] alors Ry = I,,.

e Si 0 = [27], alors Ry = —Is.

e Si 0 #£ 0 [r] alors Ry n’a aucune valeur propre donc n’est pas diagonalisable.

2) Le polynome caractéristique de Sy est ys, = X2 — 1, donc xs, = (X — 1)(X + 1) |

Lemme 5.4.2. Soit £ un K — espace vectoriel de dimension finie n avec n € N* et K = R ou C. Si u est
un endomorphisme de F, alors u admet une droite ou un plan stable.

Preuve. Si K = C, I’endomorphisme u est trigonalisable donc u admet une valeur propre A. Si e est un
vecteur propre associé a A, alors la droite Ke est stable par u.

Si K =R et Sp(u) # 0, le raisonnement ci dessus est valable.

Si Sp(u) = 0 alors le polyndéme minimal de u s’écrit m, = P - - - Ps. avec s € N* et pour tout j € [1,s], le
polynome P; s'écrit Pj = X*—a;z—bj avec Aj = a3 +4b; < 0.; comme m,(u) = 0, on a Py(u)o- - -0 P(u) =
0, donc les endomorphismes P;(u) ne sont pas tous injectifs, il existe alors &k € [1, s] tel que Py (u) et non
injectif, donc il existe xg € E tel que zg # 0 et Py(u)(x) = 0, donc u?(zg) = aru(wg)+ bxro, en particulier
si F' = Vect{zg,u(zo)}, on a F est stable par v et dim(F) = 2 car u n’ayant pas de vecteur propre, la
famille (xg,u(zg)) est libre. [ |

5.4.2.2 Reéduction des matrices et endomorphismes orthogonaux

Nous allons démontrer que tout endomorphisme orthogonal est représenté par une matrice diagonale par blocs
avec des termes diagonaux ayant une des formes suivantes : I,,, —I,, ou Ry avec 8 € R\nZ. Nous allons
commencer par le cas particulier important ot v n’a aucune valeur propre réelle.

Théoréme 5.4.2. Soit E un espace euclidien de dimension non nulle n et u un endomorphisme orthogonal
de E tel que Sp(u) = 0. Alors n est pair et il existe une base orthonormée & de E tel que

R,
mate(u) = %o, )

Ry

avec 2s = n et pour tout k € [1,s], 0 € R\nZ.

Preuve. Comme Sp(u) = 0, le polyndéme caractéristique x, de u est pair car tout polynéme impair a
coefficients réels admet au moins une racine réelle, donc n = dim(E) = deg(x.,) est pair. Il en découle qu’il
existe s € N* tel que n = 2s. On va démontrer le reste du théoréme par récurrence sur s.

eSi s =1, alors dim(EF) = 2, donc si & est une base orthonormée de E alors A = matg(u) € O(2) et
comme Sp(u) = ), forcément, A est de la forme Ry avec § € R\7Z, en vertu de la proposition 5.4.7.

e Soit s € N* tel que la propriété & démontrer est vraie pour tout espace euclidien de dimension 2s. Soit F
un espace euclidien de dimension 25 + 2 et v € O(FE) tel que Sp(u) = 0. D’apreés le lemme 5.4.2; et le fait
que Sp(u) = 0, il existe un plan F' de E stable par u, et d’aprés le théoréme 5.4.1, F- est stable par u et
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ona F @ Ft+ =E. Comme dim(F) = 2, on a dim(F+) = 2s et I'hypothése de récurrence permet de dire
qu'il existe deux bases perspectives orthonormées %, et %, de F et F= tel les endomorphismes induits

up et up sur F et F' réalisent matg, (u1) = Rp, et matg, (uz) = diag(Ra,,...,Re,,,) ol 0 € R\7Z,
pour tout k € [1,s+ 1] . Si Z est la base de E obtenue par concaténation de % et o, on a matg(u) =
diag(Ry,,...,Ry,,,) , ce qui termine la preuve. [ |

Théoréme 5.4.3. Soit E un espace euclidien de dimension n avec n # 0 et soit u € O, (F) un endomor-
phisme orthogonal de E. Alors il existe une base orthonormée % de E tel que matg(u) est une matrice
diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont parmi les suivants :

1. le bloc I, avec p € N* qui apparait 0 ou 1 fois.
2. le bloc —1,; avec g € N* qui apparait 0 ou 1 fois.
3. des blocs Ry avec § € R et § 20 [n] qui apparaissent 0 ou s fois avec s € N*.

Autrement dit :

i,
M = matg(u) = Ry,

Ry

s

avec (p,q,s) € N et p+ ¢+ 2s = n avec la convention p = O(resp.(¢ = 0 (resp.(s = 0))) si un bloc de la
forme I, (resp(—1I,( resp. Ry ))) apparait O fois dans M.

Preuve. Soit © un endomorphisme orthogonal de E.

e Si Sp(u) = 0, c’est terminé en vertu du théoréme 5.4.2 ci-dessus.

¢ Si Sp(u) = {1} alors E = E1(u) ® G avec G = (E;1(u))* et on a vu dans le lemme 5.4.1 que Sp(ug) = 0.
Donc, en vertu du théoréme 5.4.2, la matrice de u dans une base orthonormée adaptée est de la forme
A= diag(lp, Rgl, ey R@s).

eSi Sp(u) = {—1} alors E = E_1(u) ® G avec G = (E_1(u))* et on a vu que dans le lemme 5.4.1 que
Sp(ug) = 0. Donc, en vertu du théoréme 5.4.2, la matrice de u dans une base orthonormée adaptée est de
la forme A = diag(—1Iq, Ro, ..., Rs,)-

¢Si Sp(u) = {—1,1} alors £ = E1(u) ® E_1(u) &G avec G = (Fy(u)+ E_1(u))* et on a vu dans le lemme
5.4.1 que Sp(ug) = 0. Donc, en vertu du théoréme 5.4.2, la matrice de v dans une base orthonormée
adaptée est de la forme A = diag(I,, —I,, Ry,,...,Rq,). [ |

Remarque. La version matricielle de ce théoréme est : pour toute matrice orthogonale €2 il existe une matrice
orthogonale P tel que 2 = PAYP avec A une matrice de la forme :

avec (p,q,s) € N® et p+ ¢ + 2s = n avec la convention p = O(resp.(q = 0 (resp.(s = 0))) si un bloc de la forme
I,(resp(—1I4( resp. Ry ))) apparait O fois dans M.
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5.4.3 Endomorphismes et matrices symétriques

5.4.3.1 Endomorphisme symétrique d’un espace préhilbertien réel.

Definition 5.4.1

Soit (F,(.)) un espace préhilbertien réel de dimension finie ou infinie et w € L(E). On dit que u est
symétrique si
Vr,y € B, (z,u(y) = (u(@),y)

Proposition 5.4.8. Soit (E, (.)) un espace préhilbertien réel de dimension finie ou infinie et « un endomor-
phisme symétrique de E et F' un sous-espace vectoriel de E. Si F' est stable par u alors F- est stable par
U.

Preuve. Soit # € F-, montrons que u(z) € F* pour cela soit y € F alors (u(z),y) = {(z,u(y)) = 0 car
u(y) € F par stabilité de F et € F'- par hypothése. [ |

5.4.3.2 Adjoint d’un endomorphisme, endomorphisme auto-adjoint

Dans tout ce qui suit (F, (.)) est un espace euclidien.

Théoréme-Définition 5.4.1. Soit F un espace euclidien et u un endomorphisme de E. Il existe un et un
seule endomorphisme v de F tel que :

V(z,y) € B> (u(z),y) = (z,v(y))

L’endomorphisme v s’appelle ’endomorphisme adjoint de u et on le note u*

Preuve. On va prouver l'existence et I'unicité de v :
e Existence :Soit y € E et 'application :

py B =Rz (Py(aj) = <u(m),y>,

alors ¢, est une forme linéaire sur E car pour tout x1,22 € E et A € R, on a : py(z1 + Axa) =
(u(z1 + Aw2),y)) = (u(z1) + Au(22),y) = (u(@1),y) + Mu(@2),y) = @y(21) + Apy(22). Par le théoréme
de représentation des formes linéaires dans un espace euclidien, il existe un vecteur unique v, tel que :
Vz € E,py(x) = (vy,z). Cela permet de définir une application v : E — E tel que Vy € E,v(y) = v,
réalisant : Va,y € E, (u(z),y) = (x,v(y)). Montrons que v ainsi définie est linéaire. Soit y;,y2 € F et
X € R, alors pour tout = € E on a : (,v(y + Ap)) = (u(@),yn + M) = (u(x), 1) + Mu(z), g2) =
(x,v(y1)) + Mz, v(y2)) = (z,v(y1) + M(y2)) et par unicité on a : v(y; + A\y2) = v(y1) + M (yz2), d’olt v est
linéaire.

e Unicité : Si v et w sont deux solutions du probléme alors :

V(z,y) € E?, (z,0(y)) = (z,w(y)) = (u(z),y)

Il en découle que Yy € E,Vr € E{(z,v(y) — w(y)) = 0 donc : Vy € E,v(y) — w(y) € E+ = {0} donc
v =w. n

Proposition 5.4.9. Soit u et v deux endomorphismes de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. v=u*
2. Pour toute base orthonormée & de F mate(v) = (mate(u)).

3. Il existe une base orthonormée & de F tel que mate(v) =' (mate(u)).

Proposition-Définition 5.4.3. Soit u un endomorphisme de F, alors u est symétrique si et seulement si
u = u*. On dit aussi que u est autoadjoint.
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Proposition 5.4.10. Soit u, v des endomorphismes de E et A € R, alors :
1. (w*)*=u
2. (uow)* =v*ou*.
3. (u+ Av)* =u* + M
4. ker(u*) = (Im(u))* et Im(u*) = (ker(u))*.

5.4.3.3 Caractérisation d’un endomorphisme orthogonal par son adjoint

*

Proposition 5.4.11. un endomorphisme u est orthogonal si et seulement si u est inversible et u~! = u

Preuve. Si u est inversible et u™! = u*, soit 2 € E, alors ||u(z)|® = (u(z),u(z)) = (z,u*(u(z))) =
(z,2) = ||z, donc pour tout z € E, on a : |ju(z)|| = ||z|| donc u est un endomorphisme orthogonal.
Réciproquement, si u est un endomorphisme orthogonal alors u est inversible. Soit (x,y) € E?. Puisque
u conserve le produit scalaire, on a : (u(z),y) = (u(x),u(u"1(y))) = (z,u"1(y)). Cela veut dire que
u* =u"t |

5.4.3.4 Endomorphismes symétriques en dimension finie

Proposition 5.4.12. Soit © un endomorphisme de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) w est un endomorphisme symétrique.
(2) Il existe une base orthonormée & de E tel que la matrice relativement a & de u est réelle symétrique.

(3) Pour toute base orthonormée & de F, la matrice relativement a & de u est réelle symétrique.

Remarque. Il faut donc faire attention au fait que la base adoptée doit étre orthonormeée. Si la matrice de u
relativement a une base quelconque est symétrique réelle, cela ne suffit pas pour dire que u est symétrique.

5.4.3.5 Reéduction des endomorphismes et matrices symétriques en dimension finie

Proposition 5.4.13. Soit u un endomorphisme symétrique de E. Alors u admet au moins une valeur propre.

Preuve. On va faire la preuve en trois étapes :

- Si dim(FE) = 1 alors u est une homothétie, donc si A est le rapport e cette homothétie, alors A est une
valeur propre de u.

- Si dim(E) = 2, il existe une base orthonormée % de E tel que A = matg(u) est symétrique. Posons

a b
b d

A:

Le polynéme caractéristique de A est
xa=X?—(a+d)X +ad — b

C’est un trindome de discriminant : § = (a + d)? — 4(ad — b*) = a® + d? + 2ad — 4ad + b* = (a — d)? + b?,
donc 6 > 0 et x4 admet au moins une racine A, donc u admet une valeur propre.

- Si FE est de dimension n avec n > 1 selon le lemme 5.4.2, 'endomorphisme u admet un sous-espace stable
F tel que 1 < dim(F') < 2. Les résultats des étapes ci-dessus permet de dire que ’endomorphisme induit
up admet une valeur propre A, donc u admet au moins une valeur propre. ]

Proposition 5.4.14. Soit v un endomorphisme symétrique de E. Si X et u sont deux valeurs propres de wu,
alors :

A # p= E\(u)LE,(u)
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Preuve. Considérons A, 1 € Sp(u) tel que A # p et montrons que Ej(u)LE, (u). Pour cela soit « € Ej(u)
et y € E,(u) deux vecteurs propres associés respectivement aux valeurs propres distinctes A et u de u. On
a (u(x),y) = Mz,y) = (z,u(y)) = plx,y), donc (A — p){x,y) = 0. Comme A — px # 0, on a : {(x,y) = 0.
Ainsi Ey(u) LE, (u). [ |

Le théoréme ci-dessous s’appelle le théoréme spectral

Théoréme 5.4.4. Soit u un endomorphisme symétrique de E, alors u est diagonalisable dans une base
orthonormée, c’est-a-dire que F admet une base formée de vecteurs propres de wu.

Preuve. Par récurrence sur la dimension de F.

- Si dim(F) = 1, un endomorphisme symétrique u de E est une homothétie. Si & = (e1) avec e; € E tel
que |le1]] = 1, alors & est base orthonormée de diagonalisation de w.

- Soit n € N* tel que pour tout espace euclidien F' de dimension n, tout endomorphisme symétrique de F'
admet une base orthonormée de diagonalisation. Soit alors E un espace euclidien de dimension n + 1 et
u un endomorphisme symétrique de E. D’aprés la proposition 5.4.13, ’endomorphisme u admet au moins
une valeur propre A\;. Soit e un vecteur propre associé & A1 et notons e; = HTlll\e' Il est clair que ey est

un vecteur propre de u associé & \; et que |ler|| = 1. Soit F = (Rey)* alors E = Rey & F et Req et F
sont stables par u. F' muni du produit scalaire induit par celui de E est un espace euclidien de dimension
n. Comme n > 1, on a, par hypothése de récurrence, I’endomorphisme induit up est diagonalisable dans
une base orthonormeée &’ = (e )a<k<nti. S0it B = (er)1<k<nt1, alors Z est une base orthonormée de E
et c’est bien une base de vecteurs propres de u, donc £ est une base orthonormée de diagonalisation de
U. |

Voici la version matricielle du théoréme spectral qui s’applique & une matrice réelle symétrique. Il faut, chaque
fois que 'on veut l'utiliser, faire attention et s’assurer que la matrice symétrique concernée est réelle.

Théoréme 5.4.5. Soit A € S,,(R) une matrice carrée réelle symétrique d’ordre n avec n € N*, alors il existe
une matrice orthogonale P et une matrice diagonale réelle A toutes de taille n tel que A = *PAP. On dit
que A est orthogonalement diagonalisable.

5.4.4 Endomorphisme et matrice symétriques définis postifs

Dans tout ce paragraphe E est un espace euclidien de dimension n avec n € N*.

Definition 5.4.2

Soit E un espace euclidien de dimension n et « un endomorphisme de E et soit A € M,,(R).

1. On dit que u est symétrique positif si et seulement si u est symétrique et réalise :
Ve € E, (u(z),z) >0
2. On dit que u est symétrique défini positif si et seulement si u est symétrique et réalise :
Vo € E\{0}, (u(x),z) > 0

3. On dit que la matrice A est symétrique positive si et seulement si A est symétrique et :

VX e R", (AX, X) > 0.
4. On dit que la matrice A est symétrique définie positive si et seulement si A est symétrique et :

VX e R", (AX, X) >0

On note .ZF(E)(resp .1+ (F)) I'ensemble des endomorphismes symétriques positifs(resp. définis posi-
tifs) de E et ., (R)(resp. ., T (R) ) Pensemble des matrices symétriques définies positives de M., (R).
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