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Chapitre 4

ESPACE VECTORIELS NORMES

4.1 Norme sur un espace vectoriel :

Dans tout ce qui suit K désigne I'un des corps R ou C. Si A € K alors mod A désigne le module de A (qui
coincide avec sa valeur absolue si A est réel ).

4.1.1 Norme, semi norme, distance

4.1.1.1 Norme : Définition, premiéres remarques

Definition 4.1.1

Soit E un K espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N de E vers Ry tel que :
(1) (V(z,y) € B?) N(z+y) < N(@)+ N(y)
(2) Vz e E)(VAe€eK) N(A\x)=|AIN(x)
(3) Vze€eFE) N)=0=z=0

Remarques. FE désigne un K espace vectoriel, on a les remarques suivantes :

1. Dans la pratique , on adopte la notation ||z|| au lieu de N(x).
Le lecteur peut réécrire la définition d’une norme & ’aide de cette notation.

2. Le couple (E, ||.||) ou E est un K espace vectoriel et ||.|| une norme sur E s’appelle un espace vectoriel
normé ( evn en abrége).

3. Si ||.|| est une norme sur E alors : ||0]| = 0 et ||—z|| = ||z|| pour tout € E. En effet, pour A = —1,
I’axiome de 'homogénéité donne le résultat.

4. Si ||.|| est une norme sur E alors on a :

Y(@.y) € B2 |zl = llyll] < = -yl

Preuve. On a : [al| = [z -y + y|l < [lo — yl| + ]|, done :
]l = [lyll < ll= =yl
Par symétrie des roles, on a aussi :
lyll = llzll < fly — =]
Comme ||z —y|| = [ly — x|, on en déduit :
—[lz =yl < [lzll = llyll < [l = yll

et finalement :
]l = [yl < llz =yl

5. Les axiomes (1), (2), (3) définissant une norme sont nommeés respectivement :

3



4 CHAPITRE 4. ESPACE VECTORIELS NORMES

(1) : Axiome de l'inégalité triangulaire.
(2) : Axiome de ’homogénéité.
(3) : Axiome de la séparation.

6. Si N réalise (1) et (2), on dit que N est une semi-norme sur E. Une norme est donc une semi-norme
mais une semi-norme n’est pas forcément une norme, ce qui est prouvé par le contre-exemple suivant :

7. Siv: E — R est une application qui satisfait les axiomes (1) et (2) de la définition 4.1.1.1 ci-dessus, alors
v est & valeurs dans R.. En effet : On a tout d’abord v(0) = v(0.0) = |0|»(0) = 0 (homogénéité);siz € F
alors par homogénéité, on a v(—x) = v(z); ensuite v(0) = v(z —z) = v(z + (—2)) < v(z) + v(—2) =<
2v(x), donc v(x) > 0.

4.1.1.2 Semi norme

Definition 4.1.2

On appelle semi-norme sur F, une application v : E — R tel que :
L V(z,y) € E? v(z+y) <v(x)+v(y)
2. VA eK\Vz e E, v(\zx)=|A\v(z).

Remarque. Un norme est donc une semi-norme qui satisfait aussi ’axiome de séparation. Ainsi toute norme est
une semi-norme mais une semi- norme peut ne pas étre une norme comme le montreront les exemples suivants.

Exemples. Voici des exemples intéressants de semi-normes :

1. Soit E = CM([0,1],R) I’espace vectoriel réel des fonction continues par morceaux de [0, 1] vers R,

et pour tout f € E, posons : N(f) = fol |f(t)|dt; alors N est une semi-norme sur F, mais ce n’est
pas une norme car pour f définie par :

1 si =0
flz) =
0 si O0<z<L1
on a N(f) =0 alors que f # 0.

2. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, X un ensemble non vide et A une partie finie non vide de
X. On considére EX, espace vectoriel des applications de X vers E et pour tout f € EX, on pose :

va(f) =Y lIf(@)

acA

Alors v4 est une semi-norme sur EX. On remarque que pour tout f € EX, on a v4(f) = 0 si et
seulement si f est nulle sur A. Il en découle que :

(a) si A C X alors v4 n'est pas une norme sur EX
(b) X est fini alors vy est une norme sur EX.

3. Soit X un ensemble infinie et £ = (X, R) lespace vectoriel des applications bornées de X vers
R.

Soit ¢ : N — X une application injective. Pour tout f € F, posons :

+o00
(g) = 35 W)
n=0

Alors v est bien définie et ¢’est une semi-norme sur E. De plus v est une norme sur FE si et seulement
si ¢ est bijective, c’est-a-dire p(N) = X.
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Preuve.

e L’application v est bien définie car si f € E, il existe M € R tel que Vn € N,|f(z)] < M,
donc 0 < w < QMn et la série géométrique > % est convergente, donc v(f) est bien un
nombre réel positif.

eSi f,g € X alors pour tout n € N, on a :

[(f + 9) ()] < [f(e(n)] + lg(p(n))];

ce qui fournit facilement :
v(f +9) <v(f) +v(g)

e Finalement, il est aisé de remarquer que pour tout f € E et tout A € R, on a : v(A\f) =
Av(f).

Remarquons que pour tout f € F, on a: v(f) = 0 si et seulement si f est nulle sur p(N), donc
si ¢(N) = X alors v est une norme et si p(N) # X, soit b € X\p(N) et f l'application de
X vers R définie par f(b) =1 et f(z) = 0 pour tout x € X\{b}, alors f est bien un élément
de E car elle est bornée sur X. On a v(f) = 0 puisque f(¢(n)) = 0 pour tout n € N car
Vn € N, p(n) # b, par contre f # 0 puisque f(b) = 1. [

4.1.1.3 Distance associée & une norme

Definition 4.1.3

Soi X un ensemble non vide . On appelle distance sur X toute application d : X? — R, vérifiant :
(1) Y(z,y) € X2 d(x,y) = d(y,z)
(2) Y(z,y,2) € X3 d(z,y) < d(z,2)+d(z,vy)
(3) ¥(z,y) € X* d(z,y) =0 z=y

Remarque. on a alors :
Vo€ B, ]| = d(z,0) = d(0,2)

Exemple. Pour tout (m,n) € N2, on pose

0 si m=n
d(m,n) = =1—6mn
1 si m#n

ol 6y, n, est le symbole de Kronnecker. Alors d est une distance sur N.

Preuve. Soit m,n,p € N :

o Il est clair que d(m,n) = d(n, m) puisque 0., 5, = Op m.

e On ad(m,n)+ d(n,p) > d(m,p) car si m = p alors d(m,p) = 0 et si si m # p alors forcément
m # n oun # p donc d(m,n) =1 ou d(n,p) = 1, par suite d(m,n) + d(n,p) > 1 = d(m,p).

e Onad(m,m)=0etsim=#n alors dim,n) =1#0, par suite on a : dim,n) =0 m=n. W

Proposition 4.1.1. Si (E,||.||) est un espace vectoriel normé alors ’application :
d 5 E2 — RJ’_
(z,y) = dz,y) =z -y

est une distance sur E appelé distance associée & la norme ||. |

Preuve. On va établir que 'application d ainsi définie vérifie les trois axiomes d’une distance :
o Soit (z,y) € E?, on a [z —y|| = ||y — 2|, donc d(,y) = d(y,).
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e Soit (7,7, 2) € E3 alors, par Paxiome de I'inégalité triangulaire, on a :
le =yl =l(z —2) + z =yl < llo — 2l + [ly — =],

ce qui donne :
V(z,y,2) € E° d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

e Soit (x,y) € E?, alors :
d(z,y) =0 Jlz—yl[=0

Par 'axiome de séparation, on a
[z —yll=0eaz-y=0

donc :
Y(z,y) € E? dlz,y) =0z =y

4.1.1.4 Distance d’un point & une partie d’un espace vectoriel normé

Proposition-Définition 4.1.1. Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé F et a € E. La
partie :

Ya=A{llz —all /z € A},
admet une borne inférieure comme partie de R. le nombre réel inf Y4 est appelé distance du point a a la
partie A de E et est noté d(a, A).

Preuve. Comme A est non vide on a Y4 # (), et comme Y4 C Ry, on a Y4 est non vide minorée (par 0
par exemple), donc Y4 admet une borne inférieure. |

Remarques. Retenons les remarques suivantes :

1. Si a € A alors d(a, A) = 0 mais la réciproque est fausse.
Contre-exemple : Prenons A =]1,5[ dans R muni de la valeur absolue(qui est bien une norme). Alors
d(5,A) = inf1<4<5 |z — 5| = 0, cependant, 5 € A.

2. Si A est un singleton {b} alors d(a, A) = ||b — al|.

3. Soit & € E et A une partie non vide finie de E, alors il existe a € A tel que d(z, A) = d(z,a) = ||z — al|.
En effet, dans ce cas ensemble Y4 = {||z — a|| /= € A} est une partie finie de non vide de R, donc admet
un plus petit élément de la forme d(z,a) avec a € A.

Exemples. 1. Soit E = R? et pour tout = = (x1,z2) € R2, posons |z|| = \/z? + 22, alors c’est une
norme de R2. Soit A = {(¢,0)/t € R} et x = (1,2). Pour tout ¢t € R on a : d((¢,0),(1,2)) =
l(t,0) — (1,2)|| = \/(t — 1)2 + 4 est minimal si f(¢) est minimal avec f(t) = (¢t — 1)®> + 4, or pour
tout t € R, on a: f'(t) =2(t—1) et f(t) = 2 ce qui donne un minimum absolu pour f au point
t =1 a savoir f(1) =4, donc d(z, A) =2

2. Dans 'espace vectoriel normé (R, |.|), prenons A = Z, alors pour tout nombre réel x, si on note
p = [z] la partie entiére de z alors :

d(z,Z) = min(z — [z],1 + [z] — z)

donc
z—p si p<z<p+3

p+l—z si p+i<z<p+1l

4.1.1.5 Norme induite sur un sous-espace vectoriel

Proposition 4.1.2. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de E. Alors la
restriction |.|| 7, de ||.|| & F est une norme sur F
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Preuve. Immédiate puisque F' C E et que ||z = ||z||, pour tout € F, par définition, ,donc tous les
axiomes d’une norme sont vérifiées par .|| sur F. |

Remarque. Si aucune confusion n’est a craindre, on adopte la méme notation pour la norme de E et celle de
F induite par celle de E. En d’autres termes si € F alors ||z| désigne en méme temps la norme de z dans I’
evn E et dans F' muni de la norme induite.

Exemple. £ = C muni du module, et F' = R, la norme induite : la valeur absolue.

4.1.2 Exemples de normes

On donne ici des exemples fondamentaux de normes et on verra plus loin les liens possibles entre elles quand
elles sont définies sur un méme espace vectoriel :

Exemples. 1. Soit n € N*. Pour tout « = (x1, ...,x,) € K", on pose :
n

llly = 32 x|

- , 3
Jall, = (z ] )
k=1

|2l = sup |zl
1<k<n

Alors : ||.||; pour i = 1,2, 00 respectivement sont trois normes sur K”. On a :
oo < -1z < I1 < -l

2. Soit £ = %([a,b],K) le K — espace vectoriel des fonction continues du segment [a,b] vers K a,b
nombres réels tel que a < b ). Pour tout f € E, on pose :

£l = [ 1f ()]t 1
11 = (S 17 @Pdr)
[flle = sup [f(#)]

z€la,b

Alors il s’agit de trois normes sur E.
3. Soit E = K[X] le K — espace vectoriel des polynémes & coefficients dans K. Si P € K[X] alors P

+oo
s'écrit : P = Y ai X" ot (ay) est la suite des coefficients de P (on sait qu’elle est nulle & partir
k=0
d’un certain rang d’ou le sens de l'écriture précédente). On vous inspirant de I'exemple 1 définir
trois normes sur K[X] en donnant les expressions en fonction des coefficients de P.

Par exemple :
oo
1Pl = laxl
k=0
4. Soit E un K — espace vectoriel et soit ¢ un automorphisme de E. Démontrer que si ||.| est une
norme sur E alors ||.||, définie par :

Vze E |z, = lle()]

est une norme sur F.
On suppose que E = R2 sous quelles conditions sur les nombres réels a,b,c et d on définit une
norme en associant z = (x1,r2) € R? le nombre réel positif :

[zl = \/(axl + cx9)? + (bxy + dxg)?
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5. Soit n € N* et E = M,(R). Pour tout A € E, on pose ||A| = /tr(*tAA). Si A = (a;;) alors

n n
Al = > 3" |ai;|? et c’est une norme sur E.

i=1j=1

4.1.3 Boule, sphére

4.1.3.1 Définition d’une boule, sphére

Definition 4.1.4

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et soit a € E et r € Ry. Alors, les sous ensembles de E respectifs

suivants :

1. B(a,r)={z € E/||lz —al < r}.
2. Bf(a,r) ={z € E/||z —a| <r}.
3. S(a,r)={z € E/||z —al =r}.

sont respectivement appelés : boule ouverte, boule fermée et sphére toutes de centre a et de rayon r.

Remarques. Nous retenons :

1. Lecasr=0:Ona: B(a,0) =0 et Bf(a,0) = S(a,0) = {a}

2. On a Bf(a,r) = B(a,r)US(a,r) et B(a,r)N S(a,r) =10

3. Lorsque a = 0 et 7 = 1, on parle de la boule unité (fermée et ouverte) et la sphére uniteé.

Preuve. le 1) est facile a faire
le 2) par définition des boules et de la sphere , pour la réunion et pour Uintersection : supposons que c’est
non vide et soit z un élément de l'intersection , alors ||z — a|| =7 et ||z — a|| < r; absurde. [ ]

4.1.3.2 Exemple : Les boules de R? muni des normes usuelles

La sphére unité de R? muni des normes usuelles respectives ||.||1, ||.||2, ||.]loc Sont représentée ci-dessous par les

figures respectives de gauche a droite :

p
<

o
/

Rassemblées dans une seule figure :

N

7
AN

Vi

4.1.4 Partie bornée d’un espace vectoriel normé , application bornée

Definition 4.1.5

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et A une partie de E. On dit que A est bornées si A est contenue
dans une boule fermée de E de centre l'origine de. Autrement dit s’il existe R > 0 tel que :

Ve A

el < R
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Remarques. On a les remarques suivantes :

1. A est bornée si et seulement si A est contenue dans une boule fermée ou ouverte de centre a € E et de
rayon r € R

Une boule ouverte, une boule fermée et une sphére sont des parties bornées de E
Si A est bornée alors toute partie de A est bornée.

Toute intersection de parties bornées est bornée.

Toute réunion finie de parties bornées est bornée

Si E # {0} alors F n’est pas une partie bornée de

AN

Tout sous espace vectoriel non nul de F n’est pas une partie bornée de F

Definition 4.1.6

Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé et X un ensemble non vide. Une application f de X vers E est
dite bornée si f(X) est une partie bornée de I’espace vectoriel normé (E, ||.|)

Proposition 4.1.3. Soit A une partie non vide bornée de E. Alors ’ensemble :

Xa={llz—yll/(z,y) € 4%}

admet une borne supérieure. Le nombre réel positif sup(X4) s’appelle le diamétre de A. On le note §(A)
ou d(A).

Preuve. Puisque A est bornée, il existe un nombre réel M tel que : ||z|| < M pour tout « € A. Il en résulte
que : pour tout (z,y) € A%, on a :
lz =yl < ll=ll + [lyll < 2M

La partie X4 de R est non vide car 0 € X4 (prendre a € A et z =y = a). Elle est majorée en plus donc
elle admet une borne supérieure 6(A) [ ]

Exercice :
Soit E un espace vectoriel normé. Soit a € E et r €]0, +-00[. Prouver que : §(B(a,r)) = §(Byf(a,r)) = 6(S(a,r)) =
2r.

Exemple. Diamétre de la boule ouverte A = B(a,r) avec r > 0 et a # 0.
Remarquons que si (z,y) € A? alors ||z —y|| < || —a| + ||y —al]| < 2r Donc 2r est un majorant de
I’ensemble :

Y = {llz —yll /(z,) € A%}

On va construire une suite (y,) de points de Y qui converge vers 2r. Posons alors pour tout n € N,
Yn = ||un, — vy || avec u, = a + ndi Ty €6 vn = a— 745 e On a alors : lun — all = lvn —al = 257 <,
donc y, € Y et on a d’autre part : y, = 2r--= de sorte que : lim y, = 2r.

n+1 n——+oo

Conclusion : supY = 2r, par suite 6(A) = §(B(a,r)) = 2r

4.1.5 Application lipschitzienne

Definition 4.1.7

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés dont les normes prennent la méme notation ||.||. Soit A
une partie non vide de F et f une application de A vers F. On dit que f est lipshitzienne sur A s’il
existe une constante réelle positive k tel que :

V(w,y) € A |If(z) - fW)ll <kl -yl

Remarques. 1. Si une constante positive k réalise la condition ci-dessus alors toute constante &’ tel que
k' > k la reéalise, par suite on peut toujours choisir k > 0.

2. L’application ||.|| : E — R,z — ||z|| est une application lipschitzienne de (E,||.||) vers R muni de la
valeur absolue (k =1 convient.)
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Exemple. Si f: I — R est une application dérivable d’un intervalle de R non trivial I vers R et si de plus
/' est bornée sur I alors f est lipschitzienne. En effet il existe M > 0 tel que Vt € I,|f'(t)] < M. Soit
(x,y) € I? tel que z < y. Par le théoréme des accroissement finis appliqué & la restriction de f a [z, 9], il
existe un réel ¢ tel que f(y) — f(z) = f'(c)(x — y), done |f(x) - f()] < |F/(Q)lle—y| < Mlz—g]. Siy <,
le résultat est le méme par symétrie et finalement, si x = y , le résultat reste valable car c’est une égalité.

4.1.6 Ouvert, Fermé

Definition 4.1.8

Soit A une partie de I’espace vectoriel normé (E, ||.||). On dit que A est une partie ouverte (ou simplement
un ouvert) de E si A est vide ou A est non vide et : (Va € A)(3e > 0) B(a,e) C A. On dit que A est
une partie fermée (ou un fermé) si son complémentaire dans F est un ouvert.

Remarques. 1) ) et E sont a la fois des ouverts et des fermés
2) Si A est une partie de F et si A # E alors A est fermée si pour tout z ¢ A il existe ¢ > 0 tel que B(z,e)NA = .

Proposition 4.1.4. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé . Alors :
(1) 0 et E sont des ouverts.
(2) Toute réunion (finie ou infinie) d’ouverts est un ouvert.
(3) Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.
Contre-exemple : Famille d’ouverts dont I’intersection n’est pas un ouvert :

Prenons ¥ = R muni de la valeur absolue et pour tout n € N*, posons O,, = ]—%, % [ Alors (Oy,)nen+ est une

famille d’ouvert et (), .y On = {0} n’est pas un ouvert.

Proposition 4.1.5. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Alors :
(1) 0 et E sont des fermés
(2) Toute intersection (finie ou infinie) de fermés est un fermeé.

(3) Toute réunion finie de fermés est un fermé.

Contre-exemple : Famille de fermés dont la réunion n’est pas un fermé :

Prenons £ = R muni de la valeur absolue et pour tout n € N*, posons F),, = [—1 + %7 1-— %] Alors (Fy)nen-
est une famille de fermés et | J,,cy. Fn =] — 1,1 n’est pas un fermeé.

4.1.7 Voisinage

Dans tout ce qui suit (E, ||.]|) est un espace vectoriel normé.

Definition 4.1.9

Soit a € E et V une partie de E. On dit que V est un voisinage de a si V' contient une boule ouverte de
centre a. Autrement dit si :

(Fe>0)(VzeFE) |z—al|<e=zeV

\.

Remarques. On retient les remarques suivantes sur les voisinages :
1. V est un voisinage de a s’il existe un ouvert U de E tel que x € U et U € V.

2. F est un voisinage de tout point a de F
3. L’intersection de deux voisinages de a est un voisinage de a

4. Si une partie W de F contient un voisinage de a alors W est elle méme un voisinage de a.
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Preuve. 1. Par définition d’un ouvert.
2. Clair puisque FE est un ouvert.

3. Si Vi et V5 sont deux voisinages de a, alors il existe Uy, Us ouverts de E tel que a € Uy et a € Us et
Ui c Vi et Uy C Va. Soit U = Uy NUs, alors U est un ouvert de E et a € U et U C VN V5, donc
V1 N V5 est bien un voisinage de a.

4. Si V est un voisinage de a alors il existe U ouvert de E tel que a € U C V, donc pour toute partie

W de E contenant V', on a aussi : a € U C V, ce qui prouve que W est un voisinage de a.
[ |

Proposition 4.1.6. Une partie non vide U de E est un ouvert de E si et seulement si U est voisinage de
chacun de ses points.

Preuve. Conséquence immédiate de la définition d’un ouvert. |

4.1.8 Topologie
4.1.8.1 Introduction

Topologie de topo et logos : science du lieu.

Lorsqu’un espace vectoriel est muni d’une norme , cela permet de définir des notions topologiques comme : partie
ouverte , fermé, compacte, connexe par arcs, point adhérent, adhérence, intérieur et frontiére d’une partie.

La topologie permet aussi de définir les suites convergents, les fonction continues.

4.1.8.2 Topologie associée & une norme sur un espace vectoriel

Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé. On note & l'ensemble des ouverts de (E,|.||) . On peut ainsi dire que
I’on a les trois points suivants :
(i) leOetEcO
(ii) Si (O;)ser est une famille d’éléments de & alors |
(iii) Si O et O’ sont deux éléments de & ONO’' € O

ieIOi eo

Definition 4.1.10

On exprime ga en disant que (E, &) est 'espace topologique associé a E et a la norme |.|| . On dit aussi
que O est la topologie sur E associée a la norme ||. ||

4.1.9 Normes équivalentes

Definition 4.1.11

Soit E un K — espace vectoriel et N et N’ deux normes sur E. on dit que N et N’ sont équivalentes s’il
existe deux constantes réelles, strictement positives, ¢ et C' tel que :

c¢cN < N' < CON,

ce qui veut dire exactement :
Vz € E, c¢N(z) < N'(z) <CN(z)

Remarques. N et N’ étant deux normes d’un espace vectoriel normé F, on a les remarques suivantes :

1. Pour démontrer dans la pratique que N et N’ sont équivalentes, on démontre l'existence de deux
constantes strictement positives k et k' tel que :

N <EN' e N <KN

En effet cela est équivalent a :
%N <N'<KN

donc si on prends ¢ = % et C = k', on tombe sur la condition de la définition ci-dessus.
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. On peut dire que N et N’ sont équivalentes si et seulement si les fonctions % et %/ sont bornées sur

E\{0}.

. N et N’ sont équivalentes si et seulement si il eixiste m, M > 0 tel que m < Jyv/((f)) < M, pour tout

x € E\{0}. Ce qui donne une méthode pratique pour prouver que deux normes ne sont pas équivalentes
qui est :

. Pour que N et N’ ne soient pas équivalentes, il suffit de trouver une suite (z,,) € EN tel que x,, # 0,Vn € N

et
. N'(zp) . N'(zp)
1 = 1 R Sk LV
n—1>I-ir-loo N(z,) oo ou n—l>r-ir-loo N(z,) 0

. Si on note S} la sphére unité de (E, N), on peut dire que N et N’ sont équivalentes si et seulement si

SL est bornée dans (E, N') et S}, est bornée dans (E, N).
6. On verra plus lois que les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) N et N’ sont équivalentes.
(b) (E,N) et (E,N') ont les mémes ouverts.
(¢) (E,N) et (E,N') ont les mémes fermés.
(d) (E,N) et (E,N’) ont les mémes parties bornées.

Exemple. Les normes |||, , & € {1,2,00} de R™ sont équivalentes puisque :

Iloo < M-llz < M1y < 2l

4.1.10 Points adhérents, adhérence

4.1.10.1 Définition, propriétés

Dans tout ce qui suit , on considére un espace vectoriel normé (E, ||.||)

Definition 4.1.12

Soit A une partie de F. Un point a de F est dit adhérent a A si toute boule ouverte de centre a rencontre
A en au moins un point.
Autrement dit :

Vr>0)Fx€A) |z—al <r

On note A ou Adh(A) I'ensemble des points adhérents a4 A et on 'appelle 'adhérence de A.

Proposition 4.1.7. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé, alors, pour toute partie A de E, adhérence
Adh(A) de A est un fermé de E et A C Adh(A).

Preuve. Pour tout a € A et pour tout 7 > 0, on a a € B(a,r) N A, donc (xx) : B(a,r) N A # (), donc
a € Adh(A) et par suite A C Adh(A).

Démontrons que Adh(A) est fermé, pour cela soit x € E tel que z ¢ Adh(A). Par définition de 'adhérence,
il existe 7 > 0 tel que B(z,r)N A = (Z) Démontrons que () : B(x, 5) N Adh(A) = 0. Si on n’a pas (x), il
existe b € Adh(A) tel que ||b — z|| < %, et comme b € Adh(A), on a B(b, 5) N A # 0, donc il existe a € A
tel que ||b —al| < 5. Il en découle que Ha: —al < |l =b|| + ||b — a|| < r, donc a € B(z,r), ce qui contredit
(%*) ci-dessus. Ainsi on a () et finalement Adh(A) est un fermé. [ |

Proposition 4.1.8. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Pout toutes parties A et B de E, on a

A C B = Adh(A) c Adh(B).

Preuve. Supposons que A C B. Soit z € Adh(A). Pour tout r > 0, on a B(z,r) N A# (. Or A C B, donc
B(z,r)N A C B(z,7) N B et par suite B(x,r) N B # 0 et x € Adh(B), donc Adh(A) C Adh(B). [
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Proposition 4.1.9. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Pour toute partie A de E on a A est fermée si
et seulement si Adh(A4) = A.

Preuve. En effet, si A = Adh(A) alors d’aprés la proposition 4.1.7, on déduit que A est fermée. Réciproque-
ment, si A est fermée, on sait déja que A C Adh(A), réciproquement pour tout = € E| siz ¢ A, comme A est
ferme, 3r > 0 tel que B(z,r7) N A =0, et cela signifie que © ¢ Adh(A), donc Vr € B,z ¢ A = = ¢ Adh(A)
et par contraposée, on a: Vz € E,z € Adh(A) = = € A, donc Adh(A) C A et finalement A = Adh(A4). W

Proposition 4.1.10. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Pour toute partie A de E, 'adhérence de A
est intersection de tous les fermés contenant A. C’est donc le plus petit fermé (au sens de Iinclusion)
contenant A.

Preuve. Soit I l'ensemble des fermés F de E tel que A C F. Alors Fy = () F est un fermé de E et
Fer
A C Fy. Par ailleurs pour tout F' € I, on a Fy C F, donc Fy est le plus petit fermé de E contenant A.

Démontrons que Adh(A) = Fy. Puisque, en vertu de la proposition 4.1.7, on a Adh(A) est un fermé de E
contenant A, on a Fy C Adh(A). Or A C Fp, donc par la proposition 4.1.8, on a Adh(A4) C Adh(Fp). Par
la proposition 4.1.9, on a Fy étant fermé donc Adh(Fy) = Fp, en conclusion Fy = Adh(A). [ |

Proposition 4.1.11. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Pour toutes parteis A et B de F, on a :
1. AcA
2. ACB=ACB

3. (AUB)=AUB et (AN B) C AN B. Cette inclusion peut étre stricte.

Preuve. Onva donner les preuves et un contre-exemple.
1. Ona A C A car si z € A toute boule de centre a rencontre A en a par exemple.

2. Si A C B, soit x € A, pour tout r > 0, on a B(a,7) N A C B(a,r) N B et comme B(a,r) N A # 0,
on a B(a,7)N B # (), donc x € B.

ACAUB ACAUB -
3. On a , donc par le 2) ci-dessus, on a ¢ donc AUB C AUB
BCAUB BCAUB
Ona AcC ABC Bdonc AUB C AUB et comme AU B est un fermé ,ona AUB C AUB
ANBCA ANBCA .
Comme ,on a: ~ donc ANBC ANB.
ANBCB ANBCB

Pour A =]0,1[, B =]1,2[,ona ANB =@ mais A = [0,1],B=[1,2] donc 0 = ANB C {1} =

N
D
m =

Proposition 4.1.12. Une partie A de E est fermée si et seulement si A = A

4.1.10.2 Densité

Definition 4.1.13

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, A et B deux parties de E tel que A est non vide et A C B. On
dit que A est dense dans B si B C A.

Exemples. Voici deux exemples de parties dense & retenir :

1. E = R muni de la valeur absolue. Q est dense dans R ( voir la preuve dans le cours de MPSI). De
méme R\Q est dense dans R.

2. Soit n € N* et on counsidére M,,(K) muni d’une norme quelconque notée ||.|. Alors GL,(K) est




14 CHAPITRE 4. ESPACE VECTORIELS NORMES

dense dans M, (K).

Preuve. Soit A € M,,(K) et 7 > 0 un réel strictement positif. Démontrons que la boule B(A,r) rencontre
GL,(K), c’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible M tel que |M — A|| < r. Pour cela posons :
. 1
Vpe N, M,=A--1I,.
p

Remarquons que :

1
Vp e N*, det(M,) =(—1)"xa (p) ,

oll x4 est le polynome caractéristique de A. On sait que deg(xa) = n, et qu’alors x4 posséde au plus n
racines, donc :

1
EIpO S N*7vp Z Do, XA <p) 7é 0.

Ainsi, pour tout p > po, la matrice M), est inversible et vérifie :

1
M, — Al =-|In
13 = All = Il

o .. I, . .
et par suite il suffit de choisir p tel que p > u pour avoir ||M — A| < r pour M = M,,. |

4.1.11 Points intérieurs,intérieur d’une partie d’un espace vectoriel normé
4.1.11.1 Définition, propriétés

Dans tout ce qui suit , on considére un espace vectoriel normé (E, ||.||)

Definition 4.1.14

Soit A une partie de E. Un point a de E est dit intérieur & A s’il existe une boule ouverte de centre a
contenue dans A .
Autrement dit :

(Fr>0)(VxeFE) |[z—a||<r=z€d

Definition 4.1.15

Soit A une partie de E.On note A° I’ensemble des points intérieurs & A et on 'appelle l'intérieur de A.

Proposition 4.1.13. L’intérieur d’une partie A est la réunion de tous les ouverts contenus dans A. C’est
donc le plus grand ouvert (au sens de 'inclusion) contenu dans A.

Exercice : Pour toute partie X de E , on note X¢ le complémentaire de X dans F, c’est-a-dire : X°¢ = E\X.
Soient A et B deux parties de E

1. Montrer que A° C A

2. Montrer que A C B = A° C B°

3. Comparer (AU B)° et A°U B° puis (AN B)° et A°N B°
4

v ¢ . . N . .
. Prouver que (A4°)¢ = A° et A" = A°°. retrouver les résultats ci-dessus a partir de ceux de l'exercice sur
I’adhérence.

Exercice :

1. Montrer que si A est une partie bornée d’un espace vectoriel normé E alors son adhérence A est bornée

et 0(A) =0(A)
2. En est il de méme de 'intérieur de A7
Exercice : Soit A une partie de F.
1. Prouver que A = {z € A/d(z, A) =0}

2. Montrer que §(A) = 6(A) = §(0A)
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Proposition 4.1.14. Une partie A de E est ouverte si et seulement si 4° = A

Preuve. Si A est ouverte on va montrer que A C A°. Soit x € A, il existe r > 0 tel que B(z,r) C A, donc

x e A°
Réciproquement , si A = A° , soit € A; comme z € A° on a : Ir > 0 tel que B(a,r) C A, donc A est un
ouvert. ]

4.1.12 Frontiére

Definition 4.1.16

Soit A une partie de I'espace vectoriel normé E. on appelle frontiére de A, le sous ensemble de E noté
Fr(A) ou 0A tel que : 04 = A\ A°

Remarques. 1) 94 est un fermé car c’est lintersection de deux fermés : A et (A4°)°
2)Ona:90E=0et o =10

4.1.13 Norme produit

Proposition 4.1.15. Soit n € N* et (Ey, Ni) pour 1 < k < n une famille d’espaces normés et soit £ =

n
I1 Ek. Pour tout z € E avec = (21, ..., Z,) On pose :
k=1

n

lzlly =D Nilaw), |zl = (Z(Nk(wk)2> 7l = ﬁgNk(wk)
k=1 -

k=1

Alors il s’agit de trois normes sur E. De plus elles sont équivalentes. Si ||.|| désigne I'une d’elles alors (E, ||.||)
est appelé espace vectoriel normé produit des Fj

Remarques. 1) Le plus souvent on prends la norme infinie pour I’espace vectoriel normé produit.
2) Dans le cas particulier Ey, = K pour tout k on retrouve des résultats déja vus.

4.2 Suites dans un espace vectoriel normé, convergence

Dans toute cette section (E, ||.||) est un espace vectoriel normé.

4.2.1 Le K — espace vectoriel EY des suites a valeurs dans F
4.2.1.1 Definitions

Une suite & valeurs dans E est une application u d’une partie I de N vers E. On la note (u,)ner. Les suites
les plus utilisés sont celles pour lesquelles I est de la forme N, avec p € N ot N, est I’ensemble des entiers
naturels > a p.Ces suites se raménent au cas I = N et souvent on a I = N*, on les note donc (uy,)n>0 €t (Un)n>1
respectivement. Si on note (uy,) c’est que I = N.

L’ensemble de toutes les suites de I vers E est noté E!

4.2.1.2 Opérations

Siu = (up) et v = (vy,) sont deux suites et A € K on définit les suite u + v et A\.u comme suit :

YneN (u4v), =u,+v, et (Au), =Au,

Proposition 4.2.1. (EN, +,.) est une K espace vectoriel
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4.2.1.3 Suite bornée

Definition 4.2.1

Un suite (uy,,) & valeurs dans F est bornée si 'ensemble de ses valeurs {U,,/n € N} est une partie bornée
de l'espace vectoriel normé E. C’est-a-dire si :

(AM eRy)(Vn €N)  lunl| < M

Exemple. Soit E = €([0, 1], R) 'espace vectoriel des fonctions continue muni de la norme ||| et la suite
(up) tel que :
(Vn e N)(Vz € [0,1]) up(z) = na™

On a : ||uy||,, = n car la fonction x — z™ est croissante sur [0, 1] et sa valeur maximale est atteinte au
point 1. On a donc en particulier : lim ||u,||,, = +oo, d’oti la suite (u,) n’est pas bornée dans Iespace
n—-+oo

vectoriel normé (E, ||.|.)-

Regardons maintenant ce qui se passe pour cette suite dans I'espace vectoriel normé (E, ||.||;). Calculons
pour n € N :

n

n+1

1
luml, = / () =

Dés lors que :
(VneN) luall, <1

et la suite (u,) est bornée dans I’espace vectoriel normé (E, ||.[|;).
Nous remarquons que la notion de ’suite bornée’ dépends de la norme utilisée méme si on a le méme espace
vectoriel

4.2.2 Suites convergentes

Definition 4.2.2

Soit (uy) une suite (u,) & valeurs dans E et £ € E. On dit que ¢ est une limite de la suite (u,) si : la
suite réelle (|lu, — £||)n est convergente vers 0

On voit que l'on se raméne & ’étude d’une suite réelle, donc on peut utiliser tout ce qu’on sait & propos de ce ca
particulier important, notamment si (u,,) € EY est une suite tel qu’il existe une suite réelle (a,) et un vecteur
€ E, tel que :

dngeN,VneN, n>ng=llu, — ¢ <ay

et lim o, =0 alors £ est une limite de (uy,).
n—-+oo

Proposition 4.2.2. Si une suite admet une limite ¢ alors elle est unique. On la note ¢ = liIJIrl Up,.
n—-+oo

Preuve. Si ¢ et ¢’ sont des limites des (uy,), alors pour tout n € N, on a :

10 =el =1 = un +un — £
< lun = £+ flun — 2]

. VTR T . o _ _ :
et comme nll)rfoo lun — 2| ngr—ir-loo lun, — || = 0, on a ngr—ir-looﬂ'un U + lup, —£||) = 0 et par suite
=1. |

Remarques. O note les remarques suivantes :
1. on dit qu’une suite (u,) est convergente si elle admet une limite £ € E.
2. On dit qu’une suite est divergente si elle n’est pas convergente.
3. On peut dire que lim wu, = ¢ si et seulement si : pour tout voisinage V' de ¢, il existe un entier naturel

n—-+oo
N tel que : u, € V dés que n > N, ce qu’on exprime comme suit :

(VW e¥()3EN eN)(Yn > N) u, €V
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4. Deux normes équivalentes d’un espace vectoriel normé E ont les méme suites convergentes.(On verra que
la réciproque est vraie).

Proposition 4.2.3. Si est I’ensemble des suites convergentes a valeurs dans E alors . est un sous-espace
vectoriel de F, de plus 'application L qui associe & chaque u de .% sa limite est une application linéaire
de & vers B

Remarques. 1) En particulier si (u,) et (v,) sont deux suites convergentes de limites respectives £ et £’ et si
A € K alors la suite somme (uy, + vy,) et la suite (Auy,) sont convergentes et :

im (u, +v,) =L+

n—4oo

lim (Auy,) =M

n—-+oo

4.2.3 Valeur d’adhérence d’une suite

Definition 4.2.3

On appelle extractrice toute application ¢ : N — N strictement croissante.

Les exemples les plus utilisés sont ¢(n) = 2n, ¥(n) = 2n + 1 et x(n) = n?.

Proposition 4.2.4. Si ¢ : N — N est une extractrice alors on a

YneN, ¢(n)>n.

Preuve. Par récurrence :

ePour n =0, on a ¢(0) =0 € N, donc ¢(0) > 0.

e Soit n € N tel que ¢(n) > n, alors comme n+1 > n et ¢ est strictement croissante, on a p(n+1) > p(n),
donc p(n+ 1) > n, donc p(n+1) >n+ 1. [ ]

Definition 4.2.4

Soit (uy) une suite & valeurs dans E. On appelle sous-suite ou suite extraite de (u,) toute suite de la
forme (uy(r,)) Ol @ est une application strictement croissante de N vers N.

Definition 4.2.5

Soit (uy,) une suite a valeurs dans F et a € E. On dit que a est une valeur d’adhérence de la suite (uy,)
s’il existe une sous-suite de la suite (u,) qui converge vers a.

Proposition 4.2.5. a est une valeur d’adhérence de (u,) si et seulement si :
(Ve > 0)(VN € N)(In > N) |up, —al <e

Proposition 4.2.6. Soit (u,) une suite d’'un espace vectoriel normé (E, ||.||). Si (un) est convergente de
limite £, alors toute sous-suite (g () de (u,) est convergente de limite /.

Preuve. Soit ¢ > 0, il existe N € N tel que pour tout n € N, on aie : n > N = ||u, — {|| < €, donc si
n > N, on a ¢(n) > n par la proposition 4.2.4, donc ||u,,) — £|| < €, et par suite on a prouvé que :
Ve>0,IN eN,VneN, n>N = |ugm) — 1| <e¢,

donc nll)rfoo Up(n) = L. [ |
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4.2.4 Suite dans un espace normé produit

Proposition 4.2.7. Soient F' et G deux espaces vectoriels normés et soit £ = F' x G muni de la norme
produit. Soit (u,) une suite a valeurs dans E et posons wu,, = (v, w,) pour tout n € N. Alors la suite (uy,)
converge vers { = ({1,{3) € E si et seulement si (v,,)et (w,) convergent respectivement vers ¢; et {5

Preuve. u,, = (v, wy). Supposons que (u,) converge vers { = (£,¢') € F' x G. On adopte la norme |.|| .
On a:
[on = £ < Jlwn — €]l

[un = €1 < flun — £l

et comme ||u, — £||, tends vers 0, on a v,, tends vers £ et w,, tends vers ¢’. Réciproquement supposons que
(vn) tends vers £ et (wy,) tends vers /. On adopte la norme ||.|[;. On a :

lun = £lly = llvn = €] + lwn = €]

Le membre de droite est le terme général d’une suite qui converge vers 0 dans R, donc (u,,) converge vers
L. |

Remarques. 1. La proposition est valable si E = F; X ... X E, avecn € N et n > 2. On a évité le cas
général ca on aurait des notations lourdes.

2. On a une application pratique de cette propositions dans le cas de £ = K"

4.2.5 Caractérisation séquentielle de la fermeture et de ’adhérence d’une partie

Proposition 4.2.8. Soit A une partie non vide de E. Alors 'adhérence de A est ’ensemble de toutes les
limites possibles de suites convergentes dans E a valeurs dans A

Corollaire 4.2.1. Une partie A de E est fermée si et seulement si pour toute suite (a,) & valeurs dans A si
(an) converge vers £ € F alors : £ € A

Corollaire 4.2.2. Soit E un espace vectoriel normé et A et B deux parties de E tel que A # 0 et A C B.
Alors A est dense dans B si et seulement si pour tout b € B, il existe une suite (a,,) € AN tel que lima,, = b.

4.3 Limites et continuité des fonctions

Dans tout ce qui suit E et F sont deux espaces vectoriels normés dont les normes prennent la méme notation

4.3.1 Limites

4.3.1.1 Limite d’une application en un point adhérent & une partie

Definition 4.3.1

Soit A une partie non vide de E et a € A, c’et-a-dire un point adhérent & A. Soit £ € F. On dit que ¢
est une limite de 'application f en a si :

MVe>0)3Fn>0)(Vz e A) |z—a|<n=|flz)-"¢ <e

Exemple. ¢Si F = F' = R muni de la valeur absolue et A =]zo — a, g + [ on retrouve la définition de la
limite quand z tends vers x( avec x # xg.

eSi E = F =R et A =]xg, 2o + af alors on retrouve la définition de la limite de f quand z tends vers x
a droite.

Remarque. Si a € A la seule limite possible d’une application f de A vers F' est f(a)



4.3. LIMITES ET CONTINUITE DES FONCTIONS 19

4.3.1.2 Extension de la notion de limite

Definition 4.3.2

Soit A une partie de R contenant un intervalle de la forme [a, +o0o[ et £ € E. on dit que lirf flx)y=14¢
T—>+00

Si:
(Ve >0)Fa>0)Vz>a) |f(z)—¢|<e

Remarque. On définit de méme : lim f(z) =¢
Tr—r—00

4.3.1.3 Caractérisation séquentielle

Proposition 4.3.1. Soit f : A — F une application, a € A,¢ € F, alors lim f = £ si et seulement si pour
a

toute suite (a,) € A" tel que a,, — a, on af(a,) — .

Preuve. Supposons que (x) lim f(x) = £. Soit (a,) € AY une suite tel que (xx)  lim a, = a. Soit
ﬁgg n—-+oo
e > 0, alors par (x) il existe n > 0 tel que :
Vz €A llz—al| <n=|f(x) L <e
Par (%), il existe N € N tel que :
VYneNn>N=|a,—a| <e

On a alors :
VYneN,n>N=|f(a,) — | <e.

donc nglfoof(a") =/

Réciproquement, supposons qu’on a la négation de }gr}l =/, alors
z€A

1
Jeo > 0,Vn € N*, Ja,, € A, ||an—a||<ﬁ et ||f(an) =¥ >e.

On a ainsi construit une suite (a,) € AY tel que lim @, = a mais on n’a pas lim f(a,) = (. [ |
n—-+4oo n—-+oo

4.3.1.4 Cas d’un espace produit

Proposition 4.3.2. Soit (E;, N;)1<;<n une famille d’espaces vectoriels normés et E = [ [ E; 'espace vectoriel
normé produit. Soit £ = (¢;)1<i<n € E et
f:A—E

de composantes (f;)1<i<, une application et a € A. Alors

lim f(z) =€ Vie[l,n], lim fi(z) =4
€A z€A

4.3.1.5 Opérations sur les limites

Proposition 4.3.3. E et F sont deux espaces vectoriels normés sur le corps K, A une partie de E et a € A.
Soient f: A— F et g: A— F deux applications de A vers F et £,¢' € F et A € K.
Si lim f =/ et lim g = ¢ alors li_r>n(f—|—)\g) =0+ M.

r—a x a

Tr—a

Preuve. Pour tout z € A, on a :

() N +Ag)(@) = (L+ MO < [1f(x) = £l + (1 + [ADllg(x) = £].




20 CHAPITRE 4. ESPACE VECTORIELS NORMES

Soit £ > 0. Comme lim f(z) = £ et lim g(z) = ¢, il existe n1,m2 > 0 tel que :

T—ra r—a

—all <m = | < £
vweal lomal<m=If@-d<s

e —all <12 = llg@) — £l < e

Donc si on note n = min(71,72), on a en vertu de l'inégalité (x) ci-dessus, pour tout z € A :

o =all <= I +29)(e) = (€ + X < 5+ (1 Mgy = <

ce qui prouve que lim (f 4+ Ag) = £+ \¢'. [ |
r—ra

4.3.1.6 Limite d’un composé d’applications

Proposition 4.3.4. E, F, G sont des espaces vectoriels normés, f : AC E — F,g: B C F — G des

applications tel que f(A) C B. Soit a € A. Si g}lg}lf = b alors b € B. Si alors lin})g(;v) = c alors
T€A igB

limgof=c

z€EA

Preuve. La démonstration comporte deux parties :

e Démontrons tout d’abord que b € B, pour cela soit 7 > 0, prouvons que B(b,7) N B # (). Comme
lim f(x) =betr >0, il existe n > 0 tel que pour tout x € A, on ait : (x) |z —a| <n=|f(z)=b| <r,
r—a

et comme a € Aetn >0, ona AN B(a,n) # 0, soit alors 2o € AN B(a,n) alors 29 € A, donc f(xg) € f(A)
et comme f(A) C B, on a f(zg) € B. Par ailleurs comme zg € B(a,n), on a ||zg—al| < n, donc d’aprés (*),
on a ||f(zo) — bl < r, donc f(xg) = yo réalise yo € B et yo € B(b,r), ce qui démontre que BN B(b,r) # 0.
e Soit € > 0, comme ilg})g(x) =/, il existe o > 0 tel que Vz € B, ||z — b|| < o = [|g(x) — £| < €, et comme

a > 0et lim = b, il existe n > 0 tel que : Vo € A, ||z —a| <n = || f(z) — b| < a. Donc pour tout = € A, si
r—a
|z — al| < n alors f(x) € B et |f(x) —b|| < «, par suite ||g(f(z)) — ¢| < ¢, donc on a démontré que :

Ve >0,3n > Ve e A llz —al <n=|(gof)(x) —{] <e

ce qui démontre que lim (go f)(z) = £ [ |
r—a

4.3.2 Continuité

Definition 4.3.3

Soit f une application d’une partie A non vide de E vers F' et soit a € A.

1. On dit que f est continue au point a si lim f(x) = f(a).
r—ra

2. On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

Proposition 4.3.5. f est continue au point a si et seulement si pour toute suite (a,,) € AV tel que a,, — a,

on a f(a,) — f(a).
Proposition 4.3.6. Si f,g: A — F sont continues au point a € A alors f + A\g est continue au point a.
Preuve. Conséquence immédiate de la proposition 4.3.3. ]

Proposition 4.3.7. f : ACE — F,g: BCF — G tel que f(A) C B. Soit a € A. Si f est continue au
point a et g continue au point f(a) alors g o f est continue au point a.
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Preuve. Conséquence immédiate de la proposition 4.3.4. |

Proposition 4.3.8. Si f,g: A — F continues et C' une partie de A dense dans A, alors si f et g coincident
sur C elles coincident sur A.

Preuve. Soit x € A. Par densité de C il existe une suite (c,) € CV tel que liIJIrl ¢, = x. Par continuité de
n——+00

fetgona f(z)= lim f(cy) et g(z)= lim g(cy) et comme ¢, € C, pour tout n, on aVn € N, f(c,) =
n—-+oo n—-+4oo

g(ep), don, lirf flen) = lir_’I_l g(cn) et finalement f(x) = g(z). Donc Vz € A, f(z) = g(x). [ |
n—-+0o0o n—-—+0o0

4.3.3 Topologie et continuité

4.3.3.1 Topologie induite

Proposition 4.3.9. Soit A une partie de F.
1. On appelle ouvert de la partie A toute partie de la forme O’ = O N A ou O est un ouvert de E.

2. On appelle ouvert de A, toute partie F” de A tel qu’il existe une partie fermée F' de E tel que
F' =FnA.

3. On appelle voisinage, dans A d’un point z de A, toute partie V' de A tel qu’il existe un ouvert O
de Atelquez € Oet O CV.

Remarques. On fait les remarques suivantes. Il est recommandé au lecteur de les démontrer :
1. Une partie F' de A est un fermé de A si et seulement si A\ F' est un ouvert de A.
2. Si O est l'ensemble des ouverts de E alors 0 = {O N A/O € O} est Uensemble des ouverts de A. Le
couple (A, 0") est un espace topologique (vérifie les trois axiomes de la proposition ). sa topologie est
appelé topologie induite sur A par celle de E. Notons que A n’est pas forcément un espace vectoriel.

3. Soit z € A. Un voisinage de = dans A est une partie V' de E de la forme V/ = V N A, ou V est un
voisinage de = dans F.

Proposition 4.3.10. Soit f une application d’une partie A de E vers F. Alors f est continue sur A si et
seulement si I'image réciproque par f de tout ouvert deF’' est un ouvert de A.

Preuve. e Supposons que f est continue sur A. Soit O un ouvert de F. Si ONf(A) = 0 alors f~1(0) = 0 est
un ouvert de A. Sinon alors W = f~(0) # (). Montrons que W est un ouvert de A. pour cela soit x € W
alors x € A, c’est-a-dire : f(x) € O. Comme O est un ouvert de F, il existe ¢ > 0 tel que B(f(z),e) C O, et
comme [ est continue au point z,il existe a, > 0 tel que : f(B(x,a,)NA) C B(f(z),e). V= B(z,a;)NA
est un ouvert de A auquel appartient x et on a V'C W. On a montré que W est voisinage de chacun de
ses points, donc un ouvert de A.

e réciproquement , supposons que 'image réciproque de tout ouvert de F' est un ouvert de A. Soit a € A,
montrons que f est continue au point a. Soit W = B(f(a),e) une boule ouverte de centre a (¢ > 0). par
hypothése, f~1(W) est un ouvert de A, donc il existe un ouvert O de E tel que f~1(W) = ON A. En
particulier a € O car f(a) € W, donc il existe @ > 0 tel que B(a,«) C O. On a par suite :

VeeA |lz—all <a=|f(z) - fla)ll <e

Ceci donne la continuité de f au point a. |

Proposition 4.3.11. Soit f une application d’une partie A de E vers F. Alors f est continue sur A si et
seulement si 'image réciproque par f de tout fermé deF est un fermé de A.

Preuve. On applique la proposition 15 en remarquant que pour toute partie A de F on a : f~}(F\A) =
E\f~'(4) |

Remarques. Voici des conséquences trés utiles en pratique des propositions précédentes :
1) Soit A une partie de 'espace vectoriel normé (E, ||.||) et f : A — R une application. Alors :
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1. F={xc A/f(z) =0}, i ={z € A/f(z) >0} et Fy = {z € A/f(z) > 0} sont des fermés de A.
2.0={z € A/f(x) #0}, O1 ={x € A/f(x) >0} et O2 = {x € A/f(x) < 0} sont des ouverts de A.

2) Soit A une partie de F est f et g deux applications de A vers E. Alors :
1. F={x € A/f(x) = g(x)} est un fermé de A
2. O={z e A/f(z) < g(x)} est un ouvert de A.
3. Q={x e A/f(z) # g(x)} est un ouvert de A.

Preuve. Immédiat car des images réciproques par des fonctions continues de 'une des parties suivante de
R : Soit {0} ou [0, +o0[ ou ] — 00, 0] qui sont des fermés de R.
Soit | — 00, 0[ ou ]0, +oo[ qui sont des ouverts de R [ ]

4.3.4 Continuité uniforme

Definition 4.3.4

Soit A une partie non vide de E et f une application de A vers F. On dit que f est uniformément
continue sur A si :

(Ve > 0)(3n > 0)(Y(z,y) € 42) |z —yll <n=f(z) - fW)l <e

\.

Remarque. Tout application f de A vers F' qui est lipschitzienne sur A est uniformément continue sur A

Proposition 4.3.12. Si une application f de A vers F' est uniformément continue sur A alors f est continue
sur A

4.3.4.1 Exemple

Proposition 4.3.13. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, alors I’application : ||.|| considérée comme
application de ’espace vectoriel normé E vers I’espace vectoriel normé R est une application uniformément
continue sur £
Preuve. En effet elle lipschitzienne sur E en vertu de I'inégalité :
Ve,y € B llzll = [yl < fle =yl
|
Proposition 4.3.14. Soit A une partie non vide de E. lapplication z — d(x, A) est uniformément continue
sur E.
Preuve. Soit x,y € E. Pour tout a € A, on a d(z, A) < d(z,a), et comme
d(z,a) < d(z,y) +d(y, a),
il vient : d(x, A) < d(z,y) + d(y, a) pour tout a € A. Donc
inf d(x,A) <d inf d
inf d(w, 4) < d(z,y) + inf d(y,a),
ce qui donne
d(z,A) < d(z,y) +d(y, A),

donc
d(l'v A) - d(yv A) < d(xv y)

et par symétrie des roles on a aussi
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d’ou
Ve,y € B, |d(z,A)—d(y, A)| < [lz -yl

11 en découle que application x — d(x, A) est lipschitzienne, donc uniformément continue sur E. |

Proposition 4.3.15. F et F sont deux espaces vectoriels normés. Alors :

1. Si A est une partie de F et ¢ € F, application constante f. : A — F,x — ¢ est uniformément
continue, donc continue sur A.

2. Si A est une partie de E, pour tout o € K et tout b € E, 'application g, : A = E,x — ax + b est
uniformément continue, donc continue sur A.

Preuve. 1. L’application f. est lipschitzienne, donc elle est continue.

2. Pour tout z,y € A, on a ||ga.b(z) — gab(¥)|| = [la(z —y)| = |||z — y||, donc ga, est lipschitzienne,

donc continue.
[ |

Remarque. En particulier, si (E,|.||) est un espace vectoriel normé, 'application identique de E, & savoir
Idg : E — E;z — Id(z) = x, est uniformément continue de (E, ||.||) vers (E, ||.||). Elle corresponds & g, pour
a=1letb=0.

4.4 Compacité

Dans tout ce qui suit (E, ||.||) est un espace vectoriel normé.

4.4.1 Définitions et propriétés

Definition 4.4.1

Soit K une partie de E. On dit que K est compacte (ou un compact) si : de toute suite (z,,) a valeurs
dans K on peut extraire une suite convergente dont la limite appartient & K

Remarques. Soit K une partie de E, on a les remarques suivantes :
1. K est compacte si toute suite a valeurs dans K admet une valeur d’adhérence qui, elle méme, appartient
aK.
2. K est compact si toute suite a valeurs dans K admet aux moins une sous-suite convergente dont la limite
appartient a K.
3. ) est un compact par définition.

4. Si K est finie alors K est compacte.

Preuve. En effet, si K = {ay,...,a,} avec m € N*, soit (z,,) € K" une suite a valeurs dans K. Si,
pour tout k € [1,m], on note I}, = {n € N/z,, = a;}, alors ], I = N, donc, il existe au moins
k € [1,m] tel que Ij est une partie infinie de N, il existe une application strictement croissante
¢ : N = N tel que I = ¢(N). La suite (x,,)) est constante de valeur ay, donc converge vers a. W

Exemples. Voici quelques exemples de compacts. Les propositions a venir permettent d’en avoir d’autres
plus importants.

1. Si A est une partie finie d’un espace vectoriel normé E alors A est compacte.

2. Dans (R, |.|), tout segment [a, b] est un compact. En effet toute suite a valeurs dans [a, blest bornée
donc elle admet une sous-suite (z,(,)) convergente vers £ € R. Comme [a,b] est fermé et que
T y(n) € [a,b] pour tout n € N, il en découle que £ € [a, b].

3. Toute union finie de segments de R est un compact de R.

4. Soit (z,) € EN une suite convergente de limite ¢ dans un espace vectoriel normé E. Si on note
S = {z,/n € N}, I'ensemble des valeurs de la suite (z,,), alors 'ensemble K = {{} U S est un
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compact de F.

Théoréme 4.4.1. Tout compact de E est un fermé borné de F

Preuve. Soit K un compact de E.

e Montrons que K est fermé, pour cela, soit (x,) une suite & valeurs dans K convergente vers { € E.
Comme K est compact , la suite (x,,) admet une valeur d’adhérence X\ avec A € K. Or la suite (z,) étant
convergente vers ¢ , elle admet une unique valeur d’adhérence a savoir ¢, donc ¢ = A et par suite ¢ € K.
Donc K est fermé.

e K est bornée, sinon ,on aurait :

(VneN)(Tz, € K) |zn|>n
On a donc une site (z,,) a valeurs dans K vérifiant ||z,| > n pour tout n € N. En particulier :

lim |2, = 400
—+o0

Comme K est compact, il existe une sous-suite () de la suite (x,) convergente vers £ € K. On a :
AN eN)(Vn = N)  |jzpm) — (| <1

En particulier :
(Vn = N) ol < 16 +1

Donc la suite (z,(,)) est bornée, ce qui est en contradiction avec le fait que lim ||z, || = +o0 [ |
n—-+oo

Proposition 4.4.1. Si K est une partie compacte de E et si A est une partie fermée de K alors A est une
partie compacte de F

Preuve. Soit (a,) une suite a valeurs dans A. Alors (a,) € K N et comme K est compact, elle admet une
valeur d’adhérence a € K. Il reste & montrer que a € A. Comme K est un fermé de FE, le fermé A de
K est aussi un fermé de E. Il existe une sous suite (a,(,)) de la suite (a,) qui converge vers a, donc par
fermeture de A ,on a: a € A. [ |

Corollaire 4.4.1. Toute intersection de compacts de E est un compact de E

Preuve. Si (K;);cs est une famille de compacts alors les K; sont fermés , donc leur intersection est un
fermé contenu dans un compact K; pour un certain j € I, donc cette intersection est un compact. ]

Proposition 4.4.2. E et F' sont deux espaces vectoriels normés. Soit K un compact de E et f: K — F
une application continue. Alors f(K) est un compact de F'.

Preuve. Soit (y,,) une suite a valeurs dans f(K). Montrons qu’elle admet au moins une valeur d’adhérence
appartenant & f(K). Pour tout n € N, il existe x,, € K tel que f(x,) = y,. La suite (z,,) étant a valeurs
dans le compact K, elle admet une valeur d’adhérence A € K. Soit donc (7,(,)) une sous-suite de (z,,) de
limite A. Par continuité de f, la suite (f(z4(n)) = (Yp(n)) est convergente vers f(A). Il en résulte que f(A)
est une valeur d’adhérence de la suite (y,). Comme X € K, on a f(\) € f(K), ce qui finit la preuve. W

Proposition 4.4.3. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et K une partie non vide compacte de E et soit
f: K — R une application continue , alors f est bornée sur K et atteint ses bornes.

Preuve. D’aprés la proposition qui précéde , f(K) est une parte compacte de R , elle est donc fermée
bornée. Soient m et M ses bornes inférieur et supérieur respectivement. Il existe une suite (x,) de f(K)
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qui converge vers m et par fermeture on a m € f(K) donc il existe a € K tel que f(a) = m, par le méme
raisonnement il existe b € K tel que f(b) = M. n

Proposition 4.4.4. Si F; et F5 sont deux espaces vectoriels normés et si K; et Ko sont deux compacts
respectifs de F; et Fs alors K7 X Ko est un compact de Ey X Fs.

Preuve. Soit (z,) = ((n, Yn))n une suite a valeurs dans K7 x Ky. Comme K7 est compact , il existe une
sous-suite (z,(n)) de la suite (z,) convergeant vers \; € Ki. La suite (y,(n))n étant a valeurs dans le
compact Ko de F', elle admet une sous-suite (y,(y(n))) convergeant vers Ao € Ko. La suite (2 (y(n)))n €st
une sous-suite de (z,(n)), donc elle converge vers A;. Il en résulte que si on pose : x = ¢ o ¢ alors la suite
(Zx(m))n = ((Tp(p(n))> Te(p(n)))n €St une sous-suite de (z,,) qui converge vers A = (A1, A2) € K1 x K. Ceci
termine la preuve de la proposition. ]

Remarque. Généralement, pour n € N;n > 2, si Fy, e FE,, sont des espaces vectoriels normés et si K, ..., K,

sont des compacts respectifs de Fn, ..., E, alors K = H K; est un compact de E = H FE; : on peut le prouver
k=1
par récurrence sur n ou directement en s’inspirant de la preuve pour le cas n = 2

Théoréme 4.4.2. (de Heine) FE et F' sont des espaces vectoriels normés. Soit f : A — F une application.
Si A est compacte et f continue sur A alors f est uniformément continue sur A.

Exercice
Soit (E,].|) un espace vectoriel normé et (u,) € EY une suite convergente de limite ¢. Montrer que K =
{¢} U {un/n € N} est un compact de E.

4.5 Applications linéaires et multilinéaires continues
4.5.1 Application linéaires continues

Proposition 4.5.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés dont les normes sont notées ||.|| ; et ||.|| z-
Soit f € L(FE, F') une application linéaire de E vers F'. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue sur F
(ii) f est continue en O

(iii) f est bornée sur la boule fermée unité

(v) GkeRy(Vz € E) [|f(@)llp <klzlg

)
)
(iv) f bornée sur la sphére unité
)
(vi) f est lipschitzienne sur F.

Preuve. (i) = (ii) : clair

(ii) = (i) : Soit my € E et g définie par g(z) = f(z) — f(zo) pour tout x € E , alors : ¢ = f ou avec
u(z) = x—1x0 de E vers E. Il est clair que u est continue au point z( (translation) et comme f est continue
au point 0 = u(xg), alors par composition g est continue au point xg, donc : Il:nmlo g(z) = g(xg) = 0 donc

I f(x) = f(wo).

Conclusion : on a prouvé que : (i) < (i7).
(ii) = (iii) : Comme f est continue au point Og, on a :

(Go>0)(Vr e B) |ally <a=|f@)y <1

Soit & € By(0,1) alors ||9z| = % < o donc || f(z)] < 2
(iii) = (iv) : clair .
(iv) = (v) : Supposons qu’il existe M > 0 tel que || f(z)| < M pour tout € E tel que ||z| 5 = 1.Soit

LH = 1 et par suite Hf( )H < M , ce qui donne : ||f(2)]|p <
llzll g Tl F F

x € E tel que x # O, alors

M ||z|| , inégalité valable aussi pour & = Og donc valable sur E.
(v) = (vi) : Sia,y € E alors : ||[f(z) — f@)|lp = |If(x —y)||» < k|l — 1yl donc f est k— lipschitzienne.
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(vi) = (i) : clair. [ |

Proposition 4.5.2. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés (avec E non nul) et soit L.(E, F') le sous-
ensemble de L(E, F) des applications linéaires continues de E vers F. Alors L.(E, F') est un sous-espace
vectoriel de L(E, F).

4.5.2 Normes subordonnées

Proposition 4.5.3. Soient (E, ||.||g) et (F, ||.||r) deux espaces vectoriels normés non nuls. Soit v € L(E, F)
et on définit les partie de Ry suivantes :

n = {8le /e B\{0g}}.

[ ]
Izl &
o I ={|u(z)||/z € E et ||z||p = 1}.
o I3 ={|u(z)||/z € E et |z||p < 1}.
o Iy ={ceR}/Vx € E,|u(z)||r < c|z|}

Alors I; = I, C I3 et les assertions suivantes sont équivalentes :
1. u est continue.
2. I est majorée.
3. Iy est majorée.
4. I3 est majorée.
5. Iy # 0.
Si 'une des assertions est vraie alors :
1. sup(I;) = sup(Iz) = sup(Is) = inf(I4). On note alors |Ju|| la valeur commune de ces réels.

2. L’application L.(E,F) — Ry, u — ||u] est une norme sur L.(E, F).

Preuve. ¢On a I» C I; carsit € I, il existe € E tel que ||z| =1 et t = ||u(z)]|, et puisque ||z|| =1, on
_ =l

at—m,doncteh.

eOnaly CIycarsite I, alors ¢ s’écrit t = Hlﬁiﬁl)}‘ﬂlF, en posant z’ = g onat= lu(z")|| et ||2']| = 1,
donc t € Is.

eOn a Iy C I3, car sit € Iy, il existe x € E tel que ||z|| = 1 et t = ||u(z)|], et puisque ||z| = 1, on a

lz]| <1, donc ¢ € I5.

e On a donc prouvé que [y = Iy C I3.

e Si I3 est majorée alors I3, donc I; aussi sont majorées.

e Inversement si I; est majorée, soit ¢ un majorant de Iy, soit ¢t € I3, supposons que t > 0, alors il existe
€ E tel que 0 < [[of| < 1et t = [ju(z)[], alors t = LD [jz)] < cl|a|l <.

e On a donc prouvé que I; = Is et I; majorée si et seulement si I3 majorée.

e Si I; est majorée, et ¢ est un majorant de I; alors ¢ € I donc Iy # 0.

eSi Iy # 0 et c € I alors ¢ est un majorant de I7.

e Si w est continue, il existe ¢ > 0 tel que Vo € E,|u(z)|r < c||z|g, comme E est non nul, il existe
z € E tel que z € E, posons r1 = f— alors |lu(z1)|| € I pour tout k € {1,2,3}, donc I # 0 pour tout

k € {1,2,3}. De plus, il est aisé de voir ¢ est un majorant de Iy, donc sup(I) existe pour tout k € {1,2, 3}.
Par ailleurs, on a ¢ € Iy, donc I # 0.

e Réciproquement si I; est majorée, soit ¢ un majorant de I; alors pour tout € E\{Og} on a ||u(z)|r <
cllz||g, vraie aussi pour = Og, donc Vo € E, ||u(z)||r < ¢||z||g, et u est continue.

e Supposons maintenant que I est majorée, comme I; = Iy C I3, on a sup(l1) = sup(lz) < sup(l3), or si
t € I alors t = ||u(z)|| avec ||z|| < 1, si t # 0 alors t = |Ju(z)]] =< % < sup([y), inégalité vrai méme
si t = 0, donc pour tout ¢ € I3, donc sup(I3) < sup(ly) et finalement sup(ly) = sup(lz) = sup(I3) et par
définition de la borne supérieur on a aussi sup(/y) = inf(Iy).

e Pour tout u € L.(u) posons [|ul| = sup |lu(x)|. Démontrons qu'il s’agit d’une norme sur £L(£).
flzll=1

- Inégalité triangulaire : Soit u,v € L.(F, F) alors pour tout z € S(0,1) on a ||(u + v)(z)|| < ||lu(z)] +
[o(@)[| < [lull + [lvll, par passage & la borne supérieure on a |lu + v|| < [lul| + [Jv]].

- Homogénéité : Soit u € L.(E, F) et A € K, alors pour tout x € S(0,1), on a |[(Au)(x)| = |[A||Ju(z)| =
(Al llull, done [[Aull = sup ([A[flull) = [A] sup = [A[]Jul].

z€5(0,1) €5(0,1
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- Séparation : Soit u € £,,(E) tel que ||u]| = 0, donc Vz € E\{0}, |u(z)|| < |Ju| ||z|| = 0, donc u(z) =0,
vraie aussi si x = 0, donc v = 0. ]
Proposition 4.5.4. Soient FE F et G trois espaces vectoriels non nuls. Alors :

o Vu € L(E,F),Ve € B, [lu(@)|| < |lull -||z[|.

* Vu € L(E, F),Vv € L(F,G), [lvoul <o [ull

e Si Idg est application identique de E alors |[Idg| = 1.
Preuve. - Comme [Ju]| = sup ”Iﬁ(jl)“, alors pour tout z € E\{0}, on a :

€ E\{0}
[u(z)]]
< lull,
]

donc [Ju(z)|| < |lu|l ||=||, vraie aussi pour 2 = 0, donc pour tout = € E.
- Soit € E, alors [|(uov)(@)| = u(v(@))]| < [lull [o()]| < lull ol l]], donc par définition de [lu o v, on
a fluovf < fluf v
- Pour tout z € E\{0}, on a ”Ii‘iff)” =1, donc sup(l) = 1, donc ||Idg| = 1. [ |

4.5.3 Application multilinéaires continues

m
Proposition 4.5.5. Soient (E1, ||.|[;),- -, (Em, ||-Il,,,) et (F, ||.]|) des espaces vectoriels normés et E = [[ Ej

k=1
l’espace vectoriel normé produit des Fy. Soit f : E — F une application m—linéaire. Les assertions

suivantes sont équivalentes :
(i) f est continue sur F
(v) Gk eRy)(V(@1, - s 2m) €E)  (f(z1, - s zm)l < Kllzally - [lwmll,,

27

Exemples. Les exemples suivants sont & retenir :

1. Soit (E,(.)) un espace préhilbertien réel. On verra que lapplication .|| : E — Ry, z — |z =
(x,x) est une norme sur F, appelée la norme associée au produit scalaire de E.
L’application E? — R, (x,y) ~ (z,y) est continue, car on verra que I'inégalité de Cauchy-Schwarz
donne :
V(z,y) € B2, [{z,9)] < ||yl

2. Soit E un K—espace vectoriel de dimension n avec n € N*. Soit b = (bg)1<kr<n une base de E,
n

et pour tout x = xkbg, on note ||z|lp = sup |zx|. On sait que ||.|[ est une norme sur E.
k=1 1<k<n
L’application :
FiE" S K (Vi Va) o det(Va, o, V)

n
est continue car multilinéaire et comme pour tout V = (V;)1<j<pn, si on pose V; = >~ a; ;b;, on sait
=1
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que f(V)= Y (o) H aq(5),5, de sorte que :
oES g=il

F < |0 e0) [ awts
ocEL j=1
< Y le@) [ aow)s
ocESn j=1
< Z H|%(J’>,j|
065’71]'*1
< > 1 o loud

= al ]IVl
k=1

donc, en vertu de la proposition 4.5.5, f est continue.

3. Si E est un espace euclidien orienté de dimension n avec n > 3, le produit vectoriel permet de
définir ’application

g:E"' S EV=WV,. ... V)= gV)=ViA---AV,_4

n
qui est (n—1)—linéaire et vérifie |g(V')| < [] ||V;||, donc elle est continue en vertu de la proposition

4.5.5. -

On considéré des espaces vectoriels normés F, Fi,..., F, et G et soit ® une application n linéaire de F' = H F

vers G. Soit A une partie de E et pour tout k € [1,n], on considére une application f : A — F. On note
f=®(f1,..., fn), Vapplication de A vers G tel que :

Vz € A, f(.%‘) = (I)(f177fn)(x) = (I)(fl(x)77fn(x))

Proposition 4.5.6. Avec les notations ci-dessus, si ® est continue sur F' alors :
1. Si les applications f; sont continues en un point a de A alors ®(fy, ..., f,) est continue au point a.

2. Si les applications fi sont continues sur A alors ®(f1, ..., f,) est continue sur A.

Preuve. On donne la preuve pour n = 2. Pour tout x € A, on a :

f(@) = fla) = @(fi(z), f2(2)) — D(fi(a), f2(a))
= @(fi(z) = fi(a), fa(x)) + ®(f1(a), f2(a) — fa(x))

donc :
1f(z) = fla)lle < |@(fi(z) = fia), fo(x))llc + [[®(f1(a), f2(a) — f2(2))llc

Par continuité de @, il existe une constante k > 0 tel que

V(y1,y2) € Fi x o, || ®(y1,92) |l < kllyi || vzl 7

Il en découle que :

1f(2) = f(a)lle <kl fi(z) = fl@)llm | f2(2)l[m + Kl (@) 7l f2(2) = fa(a)]| 7 -

Comme f; et fy sont continues au point a, on a :

lim (k][ f1(2) = fu(@)l[m I f2(2)][r + Kl f1(a) | 7 [ f2(2) = f2(a)][ ;) = 0.
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donc
lim f(z) = f(a),

r—a

et f est continue au point a. ]

4.6 Espaces vectoriels normés de dimension finies

4.6.1 Les compacts de (K", ||.|/~)

Notons que les trois normes usuelles de K" sont équivalentes par suite les compacts de K™ sont les mémes pour
ces normes. On verra par la suite qu’en fait toutes les normes de K" sont équivalentes et que les compacts sont
le fermés bornés.

Proposition 4.6.1. On a ce qui suit :
1. Tout segment [a,b] de R est un compact de R.
2. Si [a,b] et [c,d] sont des segments de R alors le pavé K = [a, b] + i[c, d] est un compact de C.
3. Sir € RY, alors le disque fermé A, = {z € C/|z| < r} est un compact de C.

Preuve. 1. Si (uy,) est une suite a valeurs dans [a, b], elle est bornée, donc par le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, il existe une sous-suite (uy(,)) de (un) tel que lirJIrl Upn) = £ avec £ € R, et comme
n—-+0oo

[a,b] est fermé et wu,(,) est & valeurs dans [a,b], on a £ € [a, b].

2. L’application g : (z,y) — x+yi est continue de R? vers C, et comme [a, b] et [c, d] sont des compacts
de R, le produit [a,b] x [c,d] est un compact de R?, donc g([a,b] X [c,d]) = [a,b] + ilc,d] est un
compact de C.

3. Si K =R alors B¢(0,7) = [[ A, ou A, = [—7,7], et comme [—7,7] est un compact de R, on a la

k=1

résultat désiré.
SiK=C A, ={z € C/|z|]| <r} et on remarque que A, C K, ou K, = [-r,7] +i[-r,r], or K,
est un compact de C d’aprés le point ci-dessus, et comme A,. est un fermé contenu dans le compact
K., on déduit que A, est compact.

|

Proposition 4.6.2. On considére 'espace vectoriel normé (K", ||| ), alors :

1. Pour tout r > 0, la boule fermée
By(0,7) ={zx e K"/ |lz[l,, <r}

est un compact de (K", ||| )-

2. Les compacts de (K", ||.||,) sont les fermés bornés.
Preuve. On va démontrer deux choses :
o Premiére : Bf(0,r) est un compact de K” : On remarque que si = (z5) € K" alors :

z € By0,7r) & |z|e <7
< Vke[l,n],|zx <r

n
& x e H A,
k=1
et comme A, est compact, le produit des A, est compact, donc B (0,r) est comapcte.
e Deuxiéme : lex compacts sont les fermés bornés : On a déja vu que tout compact est fermé borné.

Réciproquent si A est une partie fermée bornée, il existe R > 0 tel que A C B#(0, R) et comme on vient
de voir que B(0, R) est compact et A fermé contenu dans un compact, on a A est compat. |

Corollaire 4.6.1. Soit E un espace vectoriel de dimension n avec n > 1 et e = (eq,...,e,) une base de F et
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n
[I-lle la norme de E définie par ||z|. = sup |z;|, pour tout = € E tel que x = Y, z;e;. Alors dans 'espace
1<i<n i=1
vectoriel normé (E, ||.||c), une partie A est compacte si et seulement si A est fermé et A est bornée.

n
Preuve. Soit ® : K" — E; X = (z;) —» = = Y x;e; alors ® est un isomorphisme dont la réciproque est
i=1

n
U:FE—KYax=)> z¢, » X = (;). L’application ® est continue de (K", |.||s) et ¥ est continue de

i=1
(E,||-lle) vers (K™, ||.]lcc) car pour tout z € E, on a de fagon claire ||®(X)|l. = ||X|lco pour tout « € E,
on a [|¥(x)||c = ||z|le, et par suite, une partie A de E est fermée si et seulement si W(A) est un fermé de
K™ et A est bornée de E si et seulement si W(A) est bornée de K™.Il en découle qu'une partie A de E est
compacte si et seulement si W(A) est un compact de (K", ||.||) si et seulement si W(A) est un fermé borné
de K™ si et seulement si A est un fermé borné de E. [ |

4.6.2 Equivalence des normes en dimension finie

Théoréme 4.6.1. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les normes de E sont équiva-
lentes.

Preuve. Si E = {0}, il n’y a qu’une seule norme. Sinon, notons n la dimension de E et soit & = (eq, ..., ey)
une base de E. Pour tout « € E posons : ||z|| = sup |z;| et soit N une norme quelconque sur E. Alors

1<i<n

n
pour tout x = > x;e; € E,on a:
k=1

3

N(z) < ) |og|N(er) <kl
k=1
ou

k= sup N(eg)
1<k<n

Soit S la sphére unité de (E, ||.||). Alors S est compacte de E d’aprés le corollaire 4.6.1 ci-dessus. N comme
application de (E,||.||) vers R est continue car lipshitzienne car si (z,y) € E?, alors :

[N(z) = N(y)| < N(z —y) < kllz—yl

Alors elle est bornée sur S et atteint sa borne inférieur m. Comme N(z) > 0 pour tout € S, on a :
m > 0. Soit « € E\{0} alors : TaT € S et par suite N (ﬁ) > m, ce qui donne : N(z) > m/||z| , inégalité
valable aussi si x = 0. Ainsi :

Ve € E mlz] < N() < kz]

Il en résulte que toute norme N sur F est équivalente a la norme ||.||, donc toutes les normes sur E sont
équivalentes. ]

4.6.3 Compacité en dimension finie
4.6.3.1 Une note sur les normes équivalentes

Soit E un espace vectoriel et ||.|| et ||.||" deux normes de E.
On dit que ||.|| est plus fine que ||.||" 8'il existe une constante k > 0 tel que :

1" < &I
On peut donc dire que ||.|| est plus fine que ||.||’ si 'application
ldg = (B, |.I) = (&, [l1);z = @

est continue.
¢ On rappelle que ||.|| et ||.||" sont équivalents s’il existe deux constantes k; et ko strictement positives tel que :

k< L < R L
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Ainsi deux normes sont équivalentes si chacune d’elles est plus fine que l'autre.
On peut donc dire que ||.|| et ||.||" sont équivalentes si I'application :

ldg « (B, |.I) = (B, [l]);z =«

est bicontinue.
e Si deux normes sont équivalentes alors elles ont :

1. Les mémes suites convergentes.
Les mémes parties fermées.
Les mémes parties ouvertes.
Les mémes parties bornées.

Les mémes parties compactes.

S Otk N

La méme adhérence pour chaque partie A de E.

4.6.3.2 Compacité en dimension finie

Proposition 4.6.3. soit (E,||.||) un K— espace vectoriel normé de dimension finie. Alors une partie K de
E est compacte si et seulement si K est fermée bornée.

Preuve. Supposons que FE est de dimension non nulle n soit 8 = (e1, - ,e,) une base de E et munissons
n

E de la norme v(z) = sup |x;] pour x = > m;e;. Pour tout R > 0, on note B, g la boule fermée de
1<i<n i=1

centre 0 et de rayon R. Soit K une partie de E. Si K est compacte on a déja vu que K est fermée bornée.
n

Si K est fermée bornée, il existe R > 0 tel que K C By r. Soit ¢ : K" — E; X — ¢(X) = > xey,
i=1

i=
pour tout X = (2;)1<i<n € K”. Alors ¢ est linéaire et réalise v(¢(z)) = ||z| pour tout (z;) € K",
par suite @ est continue. La boule fermée B(0, R) de K™ est compacte par la proposition ci-dessus, donc
¢(B(0,R)) = B, g est un compact de E, or K est un fermé contenu dans B, p donc K est compact. W

Proposition 4.6.4. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, alors toute suite bornée d’éléments
de F admet au moins une valeur d’adhérence.

Preuve. Si (u,,) est une suite bornée il existe R > 0 tel que Vn € N, |ju,| < R. Alors (u,) € BY, ot B
est la boule fermée de centre 0 et de rayon R, laquelle est fermée bornée donc compacte puisque F est de
dimension finie. Il en découle que (u,) admet au moins une valeur d’adhérence « appartenant a B. |

4.6.4 Applications linéaires et multiplinéaires continues en dimension finie

4.6.4.1 Applications linéaires

Proposition 4.6.5. Si E et F' sont deux (E, ||.||) et si en plus E est de dimension finie alors £(E, F') =
L.(E, F) : Toute application linéaire de E vers F' est continue.

n
Preuve. Si E = {0} c’est trivial Sinon, soit B = (ey, ..., e,) une base de E. Si x = Y xxey, alors :
k=1

I < (s lol) Y 1ol
ShEn k=1

Comme en dimension finie toutes les normes sont équivalentes et que ||.|| , : ¢ — sup |z est une norme
1<k<n

sur F, il existe k > 0 tel que ||.|| ., < k||.|| de sorte que :

Vee E ||f(z)| <Kz
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avec k' = k; 17 (el m

4.6.4.2 Normes subordonnée

Il découle de ce qui précede que si E et F' sont deux espaces vectoriels normés tel que E est de dimension
finie alors la norme subordonnées de toute application linéaire u € L(E, F) existe. C’est le cas notamment si
E et F sont tous de dimensions finies. Précisément si dim(E) = p et dim(F') = n, on peut dire que pour toute

application linéaire u € L(E, F), on a ||lul| = sup ”T‘(;”)H existe et que si & = (e;)1<j<p et F = (fi)1<i<n sont
c€E\{0}

des bases respectives de E et F et M = matg g (u) alors |u|| = sup ”ﬁgﬂ“ avec pour tout X = (z;)1<j<p
XeKr\{0}
P
on a noté | X|| = ||z|| avec x = ) xje; et pour tout pour tout ¥ = (y;)1<i<n on a noté |Y|| = |ly|| avec
j=1
2
y=2vilj
i=1
Ceci nous pousse a examiner la version matricielle du résultat sous forme de la proposition suivante :
Proposition 4.6.6. Soit n,p € N* alors pour toute matrice M € M,, ,(K), la quantité
[MX]|
g = sop XN
xekr\for  1X1l
existe et elle définit une norme sur M,, ,(K). De plus on a
IM]l = sup [MX| = sup [[MX]|
|x=1 Ix)<1
Preuve. C’est une conséquence immédiate de la proposition 4.5.3, compte tenu du fait que ||M|| = |Juf ou
u est 'application linéairement associée a M. |
1 2
Calculer la norme subordonnée de A = pour ||.||so-
3 4

Soit X = (z1,72)" € R? alors AX =Y avec Y = (1 + 229,371 + 425) ". Il en découle que [|AX ||
SUp(3|| X ||oos 7| X lloo) < 7||X |00, done pour tout X # 0 on a HAX”z < 7, or cest atteint pour X =

IN

(1,1)7, donc [|A]l, =7

4.6.4.3 Applications multilinéaires

Proposition 4.6.7. Si F, ..., E,, sont des espaces vectoriels normés de dimensions finies avec m > 2 et si

m
E = ][] Ex et (F,||.||) un espace vectoriel normé de dimension quelconque (finie ou infinie) alors toutes
k=1

applicaicion m—linéaire de E vers F' est continue.

Remarques. On fait les remarques suivantes sur la proposition :

1. FE est 'espace vectoriel normé produit des Ej, mais la conclusion reste vraie méme si on munit £ d’une
autre norme.

2. Il n’est pas nécessaire d’avoir F' de dimension finie, mais dans le cas de dimension infinie il faut préciser
sa norme. La continuité a lieu pour toute norme de F.
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4.6.4.4 Conséquence : Continuité des applications polynomiales

Definition 4.6.1

Soit m € N*. On appelle fonction polynomiale de K™ vers K toute application f : K* — K tel qu’il
existe une partie finie non vide J de N et une famille (a4 )acs € K’ tel que si pour tout o € .J, on pose
a = (ag)1<k<m on aie :

Vo = (k)1<k<m € K™, f(z Z Qo H "

acJ =

Les notations de la définition 4.6.4.4 ci-dessus sont conservées, on a la proposition suivante :

Proposition 4.6.8. Si on note 73 'application :
Tk © K™ — K;.’E = (xk)lgkgm — ’/Tk(l’) = Tk

alors :

7= Zaan

aeJ k=1

Preuve. C’est immédiat puisque pour tout z € K et tout k € [1,m], on a :
7 (z) = xp

Proposition 4.6.9. Soit m € N* et A une partie de K™. Si f : A — K est la restriction & A d’une application
polynomiale de K™ vers K alors f est continue sur A.

Preuve. Les applications 7 sont linéaires et K™ de dimension finie donc elles sont continues sur K. Pour
tout p € N* I'application : V}, : K = K;t — t” est continue et finalement 'application : W : K™ — K; z —

m
I1 & est continue car m—linéaire et K de dimension finie. On a :
k=1
Vo = (zi)1<k<m € K™, f(@) =D aaW ((Vay, (Tr(2)))1<k<m)
acJ
d’ou la continuité de f. |

4.6.4.5 Exemples a connaitre
1. L’application det : M,,(K) — K; X > det(X) est continues car polynomiale en les coefficients z;; de la
matrice X.

2. L’application x : M, (K) — K,[X]; M — x s est continues car ses composantes dans la base canonique
(X*)o<k<n de K,[X] sont des fonctions polynomiales en les coefficients m;; de la matrice M.

3. L’application v : M,,(K) = M, (K); M — Com(A) ou Com(A) est la comatrice de A est continue car si
on note ;5,1 <4,j < n ses composantes dans la base canonique (E;;)1<;,j<n sont définies par :

Yij (M) = (—=1)"*7 det(M;;)

ott M;; est la matrice obtenue en barrant la ligne ¢ et la colonne j de M, alors les les ;; sont polynomiales
en les coefficients de M.

4.6.5 Autres résultats liés a la dimension finie

Proposition 4.6.10. Soit E un espace vectoriel normé quelconque et A une partie compacte de E. Si une

suite & valeurs dans A admet une unique valeur d’adhérence \ alors lirf Uy = A
n—-—+0oo
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m u, = {. Alors il existe ¢ > 0 tel que :

Preuve. Supposons qu’on n’a pas li
n—-+o00

(x) YneN,Ip>n, |u,—/1|>c.

Pour n = 0, il exist py € N tel que po > 0 et |Ju,, — £|| > €. Si on suppose qu’il existe po,--- ,py, tel que
po < -+ < pnetVke[0,n], ||lup, —¢| > ¢, alors en appliquant (x) ci-dessus il existe p,11 > py tel que
llup, ., —L|| > €. Il en découle que Yk € [0,n+1], |lup, —¢| > €. Si, pour tout n € N, on pose : p(n) = pp,
on a ¢ : N — N est une application strictement croissante et la sous-suite (u,(n)) vérifie :

() VR EN, Jugen — ] > c.
La suite (u,(n)) est une suite a valuers dans A compacte, donc il existe une application ¢ : N — N

strictement croissante tel que lm  ug(y(n)) = £ avec £’ € A. Il est clair que £’ est une valeur d’adhérence
n—-+4oo

de (u,), par suite ¢/ = £. ( Par hypothése, £ est 'unique valeur d’adhérence de (u,,).) D’aprés (%) ci-dessus,
on a
(xxx) Yn €N, |Juym)y = >¢

et par passage a la limite on obtient 0 > ¢, ce qui est faux. |

Remarque. La réciproque est vrai : si (u,) converge alors elle admet une unique valeur d’adhérence méme si
la suite n’est pas supposée avoir ses valeurs dans un compact.

Proposition 4.6.11. Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie alors toute suite (u,) € EN
d’éléments de E bornée ayant une unique valeur d’adhérence A est convergente de limite .

Preuve. En effet, comme la suite (u,,) est bornée, il existe R > 0 tel que ¥Yn € N, u,, € B¢(0, R). La boule
fermée By(0,R) est un fermé borné de E. Comme E est de dimension finie, B¢(0, R) est compacte, d’ott
le résultat d’aprés la proposition 4.6.10. |

Théoréme 4.6.2. Soit E un espace vectoriel normé. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie de E est
un fermé de F.

Preuve. Soit (u,) € FY tel que lirJIrl u, = £ avec £ € E. On va démontrer que £ € F. Comme la suite
n—r—+0o0

(un,) est convergente dans E elle est bornées dans E donc dans F. Par la proposition 4.6.4, la suite (u,,)
admet une valeur d’adhérence A dans F', qui est aussi une valeur d’adhérence de (u,) dans E. Donc A = ¢
et par suite ¢ € F. |

4.7 Connexes par arcs

Dans tout ce qui suit (E, ||.||) est un K— espace vectoriel normé.

4.7.1 Définitions
Definition 4.7.1

On appelle chemin de E, toute application v : [a,b] — E continue sur [a, ] ou [a, b] est un segment de R
tel que a < b.

Le plus souvent on adopte le segment [a, 1] et on peut voir un chemin comme un mouvement continue dont la
trajectoire est contenue dans E et qui démarre a 'instant ¢ = 0 et finit & l'instant ¢t = 1.

Definition 4.7.2

Soit A une partie non vide de A. On dit que A est connexe par arc si pour tout (a,b) € A2, il existe un
chemin ¢ : [0,1] = E tel que ¢(0) = a et (1) =b

Remarque. Intuitivement cela veut dire que tout couple de points de A peuvent étre joints par un chemin .
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Definition 4.7.3

Une partie A de F est dite convexe si :

(V(a,b) € A%)(Vt€[0,1]) (1—-tla+tbc A

Proposition 4.7.1. Soit E un espace vectoriel normé.
1. Toute intersection non vide de convexes est un convexe.
2. Toute boule ouverte non vide est convexe
3. Toute boule fermée est convexe
4

. FE est convexe.

Preuve. 1. Soit (Cy)ier une famille de convexes et C' = [,c; Cy. Soit (a,b) € C et t € [0, 1] Alors pour
tout ¢ € I et comme C; est convexe, on a : (1 —t)a+tb € C; donc (1 —t)a+tb e C.

2. Soit A = B(a,r) une boule ouverte avec r > 0. Soit (z,y) € A? et soit t € [0,1] alors :
1A=tz +tyll < A=) [zl +tlyl <r(l—t+t) =r

3. méme principe

4. trivial

Proposition 4.7.2. Soit E' un espace vectoriel normé et A une partie de E,alors :
1. A est convexe si et seulement A est étoilée par rapport & tout point a € A.
2. S’il existe a € A tel que A est étoilée par rapport & a alors A est connexe par arcs.

3. En particulier si A est convexe alors A est connexe par arcs.

Preuve. Si (a,b) € A% on pose pour tout ¢ € [0,1] :
o(t)=(1—t)a+tb

11 est clair que ¢ est continue et vérifie : (0) =a et (1) =b [ |

Remarque. Réciproquement , il existe des parties connexes par arc qui ne sont pas convexes. Par exemple
dans R? soit A = {x € R?/||z||, > 1 alors :
e A n’est pas convexe car par exemple : a = (0,1) € A et b= (1,0) € A mais pour t = %, ona:(l—t)a+th=

(3:3) £ 4

Proposition 4.7.3. Soit A une partie de R. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est un intervalle.
2. A est convexe.

3. A est connexe par arcs.

4.7.2 Connexité par arcs et continuité

Proposition 4.7.4. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, A une partie non videde Eet f: A — F
une application. Si f est continue sur A et A connexe par arcs alors f(A) est connexe par arcs.

Corollaire 4.7.1. (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit f: A C E — R. Si f est continue sur A et A
connexe par arcs alors f(A) est un intervalle de R.




36 CHAPITRE 4. ESPACE VECTORIELS NORMES

4.7.3 Composantes connexes par arcs d’une partie

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E. On considére la relation # sur A tel
que : Si (z,y) € A? alors 2%y s'il existe un chemin « : [0,1] — E tel que v(0) = x et v(1) = y et ¥([0,1]) C A.
On abrégera en disant il existe un chemin liant x et y dans A.

Proposition 4.7.5. La relation & est une relation d’équivalence sur A

Definition 4.7.4

Une classe d’équivalence de & s’appelle composante connexe par arcs de A.

Remarques. 1. Deux composantes connexes sont soit égales soit disjointes
2. Toute composante connexe par arcs est connexe par arcs.

3. Toute partie connexe par arcs de A est contenue dans une composante connexe par arcs de A.

4.7.4 Méthodes pour montrer qu’une partie est connexe par arcs.

4.7.4.1 Partie étoilée par rapport a un point

Definition 4.7.5

Soit E en K — espace vectoriel, A une partie de E et a € A. On dit que A est étoilée par rapport a A si :

Ve e AVt e [0,1], (1—tlattze A

Proposition 4.7.6. Une partie A de E est convexe si et seulement si A est étoilé par rapport & a pour tout
a € A

Proposition 4.7.7. S’il existe a € A tel que A est étoilée par rapport & a alors A est connexe par arcs.

4.7.4.2 Méthode pour démontrer qu’une partie est connexe par arcs

Pour démontrer que A est connexe par arcs, on suit les étapes suivantes :

1. On regarde si A est un sous-espace vectoriel de E. Si c’est le cas , on sait qu’ un sous-espace vectoriel de
E est convexe donc connexe par arcs.

Sinon, on regarde si A est une partie convexe de E.
Sinon, on regarde si on peut trouver une élément de A tel que A est étoilée par rapport a a.

Sinon, on essaye de voir si A est 'image par une application continue d’un connexe par arcs.

ANl

Sinon, on recours a la définition générale de partie connexe par arcs.



	Espace vectoriels normés
	 Norme sur un espace vectoriel :
	Norme, semi norme, distance 
	Norme: Définition, premières remarques
	Semi norme
	Distance associée à une norme
	Distance d'un point à une partie d'un espace vectoriel normé
	Norme induite sur un sous-espace vectoriel

	Exemples de normes
	Boule, sphère
	Définition d'une boule, sphère
	Exemple: Les boules de R2 muni des normes usuelles

	Partie bornée d'un espace vectoriel normé , application bornée
	Application lipschitzienne
	 Ouvert, Fermé 
	Voisinage
	Topologie
	Introduction
	Topologie associée à une norme sur un espace vectoriel

	Normes équivalentes
	Points adhérents, adhérence
	Définition, propriétés
	Densité

	Points intérieurs,intérieur d'une partie d'un espace vectoriel normé
	Définition, propriétés

	Frontière
	Norme produit

	Suites dans un espace vectoriel normé, convergence
	Le K-espace vectoriel EN des suites à valeurs dans E
	Definitions
	Opérations
	Suite bornée

	Suites convergentes
	Valeur d'adhérence d'une suite
	Suite dans un espace normé produit
	Caractérisation séquentielle de la fermeture et de l'adhérence d'une partie

	Limites et continuité des fonctions
	Limites
	Limite d'une application en un point adhérent à une partie
	Extension de la notion de limite
	Caractérisation séquentielle
	Cas d'un espace produit
	Opérations sur les limites
	Limite d'un composé d'applications

	Continuité
	Topologie et continuité
	Topologie induite 

	Continuité uniforme
	Exemple


	Compacité
	Définitions et propriétés

	Applications linéaires et multilinéaires continues
	Application linéaires continues 
	Normes subordonnées
	Application multilinéaires continues 

	Espaces vectoriels normés de dimension finies
	Les compacts de (Kn,.)
	Equivalence des normes en dimension finie
	Compacité en dimension finie
	Une note sur les normes équivalentes
	Compacité en dimension finie

	Applications linéaires et multiplinéaires continues en dimension finie
	Applications linéaires
	Normes subordonnée
	Applications multilinéaires
	Conséquence: Continuité des applications polynomiales
	Exemples à connaître

	Autres résultats liés à la dimension finie

	Connexes par arcs
	Définitions
	Connexité par arcs et continuité
	Composantes connexes par arcs d'une partie
	Méthodes pour montrer qu'une partie est connexe par arcs.
	Partie étoilée par rapport à un point
	Méthode pour démontrer qu'une partie est connexe par arcs




