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Chapitre 3

Réduction des endomorphismes

3.1 Polynômes d’endomorphismes, polynôme minimal

3.1.1 Définitions
Soit E un K− espace vectoriel et u ∈ L (E). On définit : u0 = IdE

∀k ∈ N, uk+1 = u ◦ uk

Pour tout P ∈ K[X], tel que

P =

m∑
k=0

akX
k = anX

n + · · ·+ a1X + a0,

on définit :

P (u) =

m∑
k=0

aku
k = amum + · · ·+ a1u+ a0 IdE .

Soit Θu l’application :
Θu : K[X] → L(E)

tel que
∀P ∈ K[X],Θu(P ) = P (u)

Proposition 3.1.1. Θu est un morphisme d’algèbre.
Im(Θu) noté K[u] est une sous-algèbre commutative de L(E).
ker(Θu) noté Iu où Ann(u) est un idéal de K[X].

Preuve. Il s’agit de démontrer que :
1. Θu(1) = IdE

2. ∀P,Q ∈ K[X], ∀λ ∈ K, Θu(P + λQ) = Θu(P ) + λΘu(Q)

3. ∀P,Q ∈ K[X], ∀λ ∈ K, Θu(PQ) = Θu(P ) ◦Θu(Q)

Considérons deux polynômes : 
P =

m∑
k=0

axX
k

Q =
q∑

k=1

bkX
k

et si, par exemple, q < m, on peut écrire :

Q =

m∑
k=1

bkX
k

avec bk = 0 pour tout k tel que k > q, la même chose si q > m avec interversion des rôles.
•Le premier point est immédiat par définition.
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4 CHAPITRE 3. RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES

•Avec les notations ci-dessus, on a :

Θu(P + λQ) =

m∑
k=0

(ak + λbk)u
k

=

m∑
k=0

aku
k + λ

q∑
k=0

bku
k

= Θu(P ) + λΘu(Q)

•Commençons par le cas simple Q = Xj , alors PQ =
m∑

k=0

akX
k+j , par suite Θu(PQ) = PQ(u) =

m∑
k=0

aku
k+j =

m∑
k=0

aku
k ◦ uj =

(
m∑

k=0

aku
k

)
◦ uj = P (u) ◦Q(u) = Θu(P ) ◦Θu(Q).

Pour le cas général : Θ(PQ) =
q∑

j=0

bjPXj , donc

Θu(PQ) = PQ(u)

=

q∑
j=0

bjP (u) ◦ uj

= P (u) ◦
q∑

j=0

bju
j

= P (u) ◦Q(u)

= Θu(P ) ◦Θu(Q)

■

Corollaire 3.1.1. Si P,Q ∈ K[X] alors :

∀u ∈ L (E), P (u) ◦Q(u) = Q(u) ◦ P (u) = PQ(u)

Le corollaire ci-dessus est trés important en pratique, par exemple si on sait que P (u)(x) = 0, pour un certain
vecteur x de E et on part de l’expression P (u)(Q(u)(x)), en utilisant le résultat du corollaire on aurait :
P (u)(Q(u)(x)) = Q(u)(P (u)(x)) = Q(u)(0) = 0

Proposition-Définition 3.1.1. Si Iu ̸= {0} alors il existe un unique polynôme unitaire πu ∈ K[X] tel que

Iu = πu(u)K[X].

Le polynôme πu s’appelle le polynôme minimal de l’endomorphisme u.

3.1.1.1 Exemples

1. Le polynôme minimal de l’endomorphisme nul est π0 = X

2. Soit h = α IdE une homothétie ; alors πh = X − α

3. Soit u un projecteur de E ; alors πu = X2 −X si u ̸∈ {0, IdE}.
4. Soit s une symétrie de E non triviale ; alors πs = X2 − 1.

3.1.1.2 Cas de la dimension finie

Proposition 3.1.2. Si E est de dimension finie alors le polynôme minimal existe pour tout endomorphisme
de E

3.1.1.3 Contre-exemple

Soit E = R[X] et D : E → E défini par D(P ) = P ′. Alors D n’admet pas de polynôme minimal.
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Preuve. En effet si πD existe alors m = deg(πD) ≥ 1. Posons πD =
m∑

k=s

akX
k = amXm + · · · asXs tel que

as ̸= 0 et am = 1 ; donc πD(D) = Dm+· · ·+asD
s. Comme πD(D) = 0, on a en particulier πD(D)(Xs) = 0.

Or Dk(Xs) = 0 pour tout k > S, donc πD(D)(Xs) = s!as, donc s!as = 0, chose fausse puisque as ̸= 0. ■

3.1.2 Cas des matrices carrées
On donne de la même manière les définitions suivantes :

Definition 3.1.1

Soit A ∈ Mn[K]. Alors :
1. K[A] = {P (A)/P ∈ K[X]}la sous-algèbre commutative de Mn(K) des matrices qui sont des

polynômes en A.
2. IA = {P ∈ K[X]/P (A) = 0} : l’idéal des polynômes annulateurs de A.

Proposition-Définition 3.1.2. Pour tout n ∈ N∗ et toute matrice A de Mn(K), l’idéal IA est non nul, en
particulier il existe un et un seule polynôme unitaire πA tel que IA = πAK[X]. Le polynôme πA s’appelle
le polynôme minimal de la matrice carrée A.

Proposition 3.1.3. Soit A ∈ Mn(K) et soit u l’endomorphisme canoniquement associé à A, alors :

Iu = IA et πu = πA

Proposition 3.1.4. Si A et B sont deux matrices semblables de Mn(K), précisément B = U−1AU avec
U ∈ GLn(K) alors :

1. ∀P ∈ K[X], P (B) = U−1P (A)U .
2. πA = πB et IA = IB .

Exemple. Soit A une matrice carrée de Mn(K), n ≥ 2, tel que rg (A) = 1, alors

πA = X2 − tr(A)X

Preuve. Soit u l’endomorphisme canoniquement associé à A alors comme rg (A) = 1, on a rg (u) = 1, donc
par le théorème du rang, on a : dim(ker(u) = n− 1. Soit V = (v1, · · · , vn−1, vn une base de Kn adaptée à
une somme directe :

Kn = ker(u)⊕Kvn

La matrice de u relativement à la vase V est de la forme :

B =


0 · · · 0 a1
...

... a2
...

...

0 · · · 0 an


Remarquons que B2 = anB et que an = tr(B) = tr(A) = t, donc le polynôme X2 − tX est un polynôme
annulateur de B, donc de A, donc πA ∈ {X,X − t,X2 − tX}. Si πA = X alors A = 0 et si πA = Xt alors
A = tA choses non vraies donc π = X2 − tX = t2 − tr(A)X. ■

3.1.3 Quelques remarques importantes
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Proposition 3.1.5. Soit E un K−espace vectoriel non nul et u ∈ L (E) admettant un polynôme annulateur
non nul. Si d = deg(πu) alors la famille(IdE , u, · · · , ud−1) est une base de K[u].
En particulier dim(K[u]) = deg(πu).

Preuve. La famille est libre car si
d−1∑
k=0

αku
k = 0 le polynôme Q =

d−1∑
k=0

αkX
k est un polynôme annulateur

de u et si Q est non nulle cela contredirait la définition du polynôme minimal, donc Q = 0 et les αk sont
nuls. La famille est génératrice car si P ∈ K[X] et R le reste de la division euclidienne de P par πu alors
P (u) = R(u) or R ∈ Kd−1[X], ce qui établit le résultat. ■

Remarques. Soit u ∈ L (E) tel que Iu ̸= {0} (donc le polynôme minimal de u existe). On donne les remarques
suivante :

1. Pour tout polynôme P ∈ K[X], on a P = πu si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
(a) P est unitaire.
(b) P (u) = θ (autrement dit P ∈ Iu où Iu est l’idéal annulateur de u.)
(c) ∀Q ∈ K[X], Q(u) = θ ⇒ P |Q.

2. Le polynôme minimal πu de u est l’unique polynôme annulateur de u unitaire de degré minimal.
3. On a deg(πu) ≥ 1.
4. u est inversible si et seulement si πu(0) ̸= 0.

Preuve. 1. Par définition du polynôme minimal.
2. Si P est un polynôme annulateur unitaire de u alors πu|P , donc deg(πu) ≤ deg(P ). Si P est un

polynôme unitaire annulateur de u est de degré minimal on aurait deg(P ) ≤ deg(πu), et comme par
ailleurs πu|P , on a aussi deg(πu) ≤ deg(P ), donc P et πu sont unitaires de même degré donc égaux.

3. Sinon πu serait constant et comme πu(u) = θ, on aurait πu = 0, ce qui n’est pas le cas.
4. On va démontrer deux implications :

• Si πu(0) = 0 alors X|πn, donc πu = XQ(X) avec Q ∈ K[X], donc u ◦Q(u) = θ. Si u est inversible
alors en composant avec u−1 on a Q(u) = 0 ce qui est impossible car deg(Q) < deg(πu).
•Réciproquement si πu(0) ̸= 0 alors πu = a0 +XQ(X) avec a0 = πu(0) ∈ K∗ et Q ∈ K[X], donc
θ = πu(u) = a0 IdE +u ◦ Q(u), donc en posant v = − 1

a0
Q(u) on a u ◦ v = v ◦ u = IdE , donc u est

inversible et u−1 = v.
■

3.2 Stabilité

3.2.1 Définitions et premières propriétés

Definition 3.2.1

Soit u ∈ L (E) et F un sous-espace vectoriel de E. On dit que F est stable par u si u(F ) ⊂ F . Si c’est le
cas u induit l’endomorphisme uF ∈ L (F ) tel que uF (x) = u(x) pour tout x ∈ F appelé l’endomorphisme
de F induit par u.

Exemples :

1. {0} et E sont stables par tout endomorphisme de E.
2. Si h est une homothétie alors tout sous-espace vectoriel de E est stable par h.

Proposition 3.2.1. Si u et v sont deux endomorphismes de E tel que u ◦ v = v ◦ u alors ker v et Im v sont
stables par u.

Preuve. Soit x ∈ keru alors u(v(x) = v(u(x)) = v(0) = 0, donc v(x) ∈ keru. Soit x ∈ Imu alors ∃y ∈ E
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tel que x = u(y) donc v(x) = v(u(y)) = u(v(y)) ∈ Imu ■

Remarques. En particulier si P est un polynôme alors :
1. kerP (u) et ImP (u) sont stables par u.
2. keru et Imu sont stables par P (u).
3. un cas très pratique est quand P = (X − λ)m, donc P (u) = (u− λ Id)m.

3.2.1.1 La sous-algèbre LF (E) des endomorphismes stabilisant F

Soit u ∈ L (E). On pose LF (E) = {u ∈ L (E)/u(F ) ⊂ F}

Proposition 3.2.2. LF (E) est une sous-algèbre de L (E).

Remarque. Si u ∈ LF (E) alors K[u] est une sous-algèbre commutative de LF (E)

3.2.2 Interprétation matricielle
3.2.2.1 base adaptée à un sous-espace stable et à une somme directe

On utilisera par la suite les définitions suivantes de base adaptée :
Soit E un K espace vectoriel de dimension n avec n ∈ N∗.

• Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension p tel que 1 ≤ p < n et BF = (v1, . . . , vp) est une
base de F , alors toute base de la forme

B = (v1, . . . , vp, vp+1, . . . , vn),

est appelé base de E adaptée à F .
• Si F = {0} alors F n’admet pas de base, toute base de E sera donc appelée base adaptée à F .
• Si F = E, alors toute base de E sera appelée aussi base adaptée à F
• Si F et G sont deux sous espace vectoriels de E tel que F ⊕G = E alors on appelle base de E adaptée

à la somme directe F ⊕G = E toute base de E obtenue par concaténation d’une base BF de F et une
base BG de G si F et et G en possèdent. Si F = {0} ou G = {0}, toute base de E sera donc dite adaptée
à la somme directe F ⊕G = E.

• Généralement si (Ei)1≤i≤m est une famille de sous-espaces vectoriels de E tel que E =
m⊕
i=1

Ei, avec m ∈ N

et m ≥ 2 et si pour tout i ∈ [[1,m]], on a Bi est une base de E1 alors la famille B = B1 ∪ · · · ∪ Bm

obtenue par concaténation des bases Bi dans l’ordre croissant de l’indice i est appelée base de E adaptée

à la somme directe E =
m⊕
i=1

Ei.

3.2.2.2 Interprétation matricielle de la stabilité

La stabilité se traduit matriciellement par des représentations matricielles de l’endomorphisme par des matrices
particulière, triangulaires par blocs ou diagonales par blocs, comme le précisent les énoncés qui suivront :

Proposition 3.2.3. Soit u un endomorphisme de E. les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) F est stable par u.

(ii) il existe une base B adaptée tel que matB(u) =

 A B

0 C

 où A ∈ Mp(K) et p = dim(F )

(iii) Pour toute base B adaptée tel que matB(u) =

 A B

0 C

 où A ∈ Mp(K) et p = dim(F )

Proposition 3.2.4. Si E =
s
⊕
k=1

Fk et si u est un endomorphisme de E tel que Fk est stable par u pour tout

k ∈ [[1, s]] alors la matrice de u dans une base B =
s
∪

k=1
Bk adaptée à la somme directe ci-dessus est de la



8 CHAPITRE 3. RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES

forme A =


A1 0

. . .

0 As

, c’est-à-dire diagonale par blocs, où les Ak sont les matrices respectives des

endomorphismes induits uk relativement à Bk

Remarque. réciproquement s’il existe une base de la forme ci-dessus tel que la matrice de u dans cette base
est diagonale par blocs alors les sous espaces Fk = Vect(Bk) sont u−stables et

s
⊕
k=1

Fk = E.

3.2.3 Polynôme minimal et stabilité

Proposition 3.2.5. Soit u ∈ L (E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors Iu ⊂ IuF
.

Cela veut dire en particulier que tout polynôme annulateur de u annule uF . En particulier si le polynôme
minimal de u existe il annule uF , par suite :

Preuve. Soit P ∈ Iu, donc P (u) = θ ou θ est l’endomorphisme nul de E.

• Soit x ∈ E, alors si on pose P =
m∑

k=0

akX
k, on a P (uF ) =

m∑
k=0

aku
k
F , donc pour tout x ∈ F , on a

P (uF )(x) =
m∑

k=0

aku
k
F (x).

•Démontrons par récurrence que pour tout j ∈ N on a uj
F (x) = uj(x).

•Pour j = 0 on a u0 = IdE et u0
F = IdF , donc le résultat est vrai.

• Soit j ∈ N tel que uj
F (x) = uj(x), alors uj+1

F (x) = uF (u
j
F (x)) = uF (u

j(x)). On a F est stable par u, donc
F est aussi stable par uj , donc uj

F (x) ∈ F , donc uF (u
j(x)) = u(uj(x)) = uj+1(x).

• Il découle de tout ça que P (uF )(x) =
m∑

k=0

aku
k(x) = P (u)(x) = 0, donc P (uF ) = θF , et par suite

P ∈ IuF
, ce finit complètement la preuve du fait que Iu ⊂ IuF

. ■

Proposition 3.2.6. Soit u un endomorphisme de E tel que Iu ̸= {0}, et F un sous-espace stable par u.
Alors IuF

̸= {0} et πuF
|πu.

Preuve. Si P est un polynôme comme F est stable par u on aussi F est stable par P (u) car uk(F ) ⊂ F
pour tout k ∈ N et par suite

∑
aku

k(F ) ⊂ F.. Si de plus P (u) = 0 alors P (uF ) = 0, donc πuF
|P . Comme

π(u) = 0, on a πuF
|πu. ■

3.3 Lemme de décomposition des noyaux

3.3.1 Le lemme

Théorème 3.3.1. Si P1, · · · , Ps (avec s ∈ N, s ≥ 2) sont des polynômes 2 à 2 premiers entre eux et

P =
s∏

k=1

Pk, alors , pour tout endomorphisme u ∈ L (E), on a :

ker(P (u)) =

s⊕
k=1

ker(Pk(u)).

Preuve. Par récurrence sur s.
•Pours = 2, alors P = P1P2 avec P1 ∧ P2 = 1. Par le théorème de Bezout, il existe U, V ∈ K[X] tel que
UP1 + V P2 = 1, donc (UP1)(u) + (V P2)(u) = IdE . Soit x ∈ E′ = ker(P (u)) alors :

x = IdE(x) = (V P2)(u)(x) + (UP1)(u)(x)

Posons x1 = (V P2)(u)(x) et x2 = (UP2)(u)(x) alors P1(u)(x1) = (UP1P2)(u)(x) = UP (u)(x) = (U(u) ◦
P (u))(x) = U(u)(0) = 0 car P (u) = 0 puisqu’on a supposé que x ∈ E′ = ker(P (u)). De la même façon,
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P2(u)(x2) = 0, donc x = x1 + x2 avec x1 ∈ ker(P1(u)) et x2 ∈ ker(P2(u))
Soit x ∈ ker(P1(u)) ∩ ker(P2(u)). Par la relation (⋆) ci-dessus, on a :

x = IdE(x) = U(u)(P1(u)(x)) + V (u)(P2(u)(x)) = 0

donc x = 0. Ainsi on a :
ker(P1(u))⊕ ker(P2(u)) = ker(P1P2(u))

• Soit s ∈ N, s ≥ 2 tel que la propriété en question est vraie et soit P1, · · · , Ps+1 des polynômes deux à deux
premiers entre eux , posons P =

∏s+1
k=1 Pk et Q =

∏s
k=1 Pk alors Q ∧ Ps+1 = 1 car si R est un polynôme

irréductible qui divise Q et Rs+1 alors R divise un des Pk pour 1 ≤ k ≤ s et Ps+1, ce qui contredit le fait
que Pk et Ps+1 sont premiers entre eux. D’après le résultat pour s = 2, on a :

ker(P (u)) = ker(Q(u))⊕ ker(Ps+1(u)).

Par hypothèse de récurrence, on a :

ker(Q(u) =

s⊕
k=1

ker(Pk(u))

Donc :

ker(P (u)) =

s+1⊕
k=1

ker(Pk(u))

■

Exercice : En s’inspirant de la preuve démontrer que si (πj) est la famille des projecteurs associés à la somme
directe ci-dessus, alors πj ∈ K[u] pour tout j.

3.3.2 Cas particulier intéressant : Si P (u) = 0

Proposition 3.3.1. Si P1, · · · , Ps sont des polynômes de K[X] deux à deux premiers entre eux et u un

endomorphisme de E tel que P (u) = 0 avec P =
s∏

k=1

Pk, alors

E =

s⊕
k=1

ker(Pk(u))

Preuve. Conséquence immédiate du théorème 3.3.1 ci-dessus. Ici ker(P (u)) = ker(0) = E. ■

3.3.3 Exemples fondamentaux

3.3.3.1 Exemple 1 :

Soit π un projecteur alors P = X2 − X est un polynôme annulateur de π. Comme P = X(X − 1), on a :
E = kerπ ⊕ ker(π − IdE). En remarquant que ker(π − IdE) = Im(π), on retrouve : ker(π)⊕ Im(π) = E.

3.3.3.2 Exemple 2 :

Par le même raisonnement, si s est un symétrie de E, on a :

E = ker(s− IdE)⊕ ker(s+ IdE).

3.4 Éléments propres d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

Dans tout ce qui suit K est un sous-corps de C et E un K− espace vectoriel non réduit à {0}.
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3.4.1 Définitions et premières propriétés
3.4.1.1 Endomorphismes

Definition 3.4.1

Soit u ∈ L (E).
• Soit λ ∈ K. On dit que λ est une valeur propre de u s’il existe un vecteur x ∈ E tel que x ̸= 0 et
u(x) = λx.

• On note Sp(u) l’ensemble des valeurs propres de u.
• Soit x ∈ E. On dit que x est un vecteur propre de u si x ̸= 0 et ∃λ ∈ K tel que u(x) = λx.

Notation : Eλ(u) = ker(u− λ IdE), pour tout λ ∈ K.

Proposition 3.4.1. Soit λ ∈ K. Alors, on a :

λ ∈ Sp(u) ⇔ (u− λ IdE) non injectif ⇔ Eλ(u) ̸= {0}.

Definition 3.4.2

si λ est une valeur propre de u , Eλ(u) s’appelle sous-espace propre

Il en découle que Eλ(u) existe pour tout λ ∈ K, mais il ne porte le nom de sous-espace propre que si λ est une
valeur propre de u, c’est le cas où Eλ(u) n’est pas réduit à {0}.

Exemples. 1. On suppose que E est non réduit à {0}. Si u est l’homothétie de rapport α alors l’unique
valeur propre de u est α.

Preuve. Comme E est non réduit à {0}, soit x ∈ E tel que x ̸= 0. On a u(x) = αx, donc α est
une valeur propre de u. Réciproquement, soit λ une valuer propre de u, alors ∃x ∈ E, x ̸= 0 et
u(x) = λx. Or u(x) = αx, donc αx = λx. Comme x ̸= 0, on a α = λ. ■

2. u : K[X] → K[X];P 7→ u(P ) = XP ′, alors les valeurs propres de u sont les entiers naturels.
Autrement dit Sp(u) = N.

Preuve. Remarquons que u(Xn) = X(nXn−1) = nXn. Comme Xn ̸= 0, l’entier naturel n
est une valeur propre de u. Réciproquement, soit λ une valeur propre de u, alors il existe un

polynôme P non nul tel que u(P ) = λP . Notons n = deg(P ) et posons :P (X) =
n∑

k=0

akX
k.

On a XP ′(X) = λP (X), donc :

n∑
k=1

kakX
k =

n∑
k=0

λakX
k,

et par identification des coefficients : λa0 = 0 et ∀k ∈ [[1, n]], (k − λ)ak = 0. Comme an ̸= 0,
on a λ = n et ak = 0 pour tout k ∈ [[0, n[[. En conclusion Sp(f) = N. ■

3. Soit E = C∞(R) l’espace vectoriel réel des applications infiniment dérivables de R vers R. Soit
u : E → E, f 7→ u(f) = f ′ ; alors Sp(u) = R.

Preuve. Pour tout λ ∈ R, si on pose ∀t ∈ R, f(t) = eλt alors u(f) = λf . ■

4. De même pour E = C∞(R) et l’application linéaire v : E → E, f 7→ f ′′ on a : Sp(v) = R.

Preuve. Soit λ ∈ R tel que λ ≥ 0 et fλ(t) = cos
√
λt alors v(fλ) = −λfλ et fλ est non nulle ;

donc −λ est une valeur propre de u. Par ailleurs si on pose gλ(t) = ch(
√
λt), on a v(gλ) = λgλ

et gλ ̸= 0, donc λ est une valeur propre de v. On a démontré que pour tout λ ≥ 0, les réels λ
et −λ sont des valeurs propres de v, donc Sp(v) = R. ■
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5. L’endomorphisme D : K[X] → K[X], P 7→ P ′ admet une et une seule valeur propre à savoir 0.

Preuve. Remarquons que pour P = 1, par exemple, on a D(P ) = 0 = 0.P donc 0 ∈ Sp(D).
Réciproquement, si λ est une valeur propre de D, il existe un polynôme non nul P tel que
D(P ) = λP , donc P ′ = λP . Forcément P est constant car sinon, on aurait deg(P ′) = deg(P ),
donc P ′ = 0 et alors λ = 0. ■

Remarques. On fait les remarques suivantes :
1. 0 ∈ Sp(u) ⇔ u non injectif. (En dimension finie c’est équivalent à u non bijectif). En effet , ce n’est qu’un

cas particulier de la proposition 3.4.1.
2. Soit θ l’endomorphisme nul de E, alors : Sp(θ) = {0}. En effet ce n’est qu’un cas particulier de l’exemple

d’une homothétie. Directement , si α ∈ Sp(θ)) alors il existe un vecteur non nul x tel que θ(x) = λx. Or
θ(x) = 0, donc λx = 0 et x ̸= 0, donc λ = 0.

3.4.1.2 Matrices

Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres d’un endomorphisme, lorsqu’ils existent sont appelés
éléments propres de l’endomorphisme. On donne la définition suivante qui définit les éléments propres d’une
matrice carrée :

Definition 3.4.3

les éléments propres de A sont ceux de l’endomorphisme canoniquement associé.

Remarques. Comme conséquence de cette définition, on a :
1. Soit λ ∈ K. λ est une valeur propre de A si :

∃X ∈ Mn1(K),

 X ̸= 0

AX = λX
.

2. X ∈ Mn1(K) est un vecteur propre associé à la valeur propre λ de A si X ̸= 0 et il existe λ ∈ K tel que
AX = λX

3. On note aussi Sp(A) ensemble des valeurs propres de A. Eλ(A) = {X/AX = λX}, alors λ ∈ Sp(A) si
et seulement siEλ ̸= {0}, dans ce cas Eλ s’appelle le sous-espace propre associé à λ. On note parfois
Eλ(A) = ker(A− λIn) en identifiant une matrice à son endomorphisme canoniquement associé.

4. Si K et L sont deux sous-corps de C tel que K ⊂ L alors pour toute matrice A de Mn(K) on a :
SpK(A) ⊂ SpL(A)

5. Pour tout λ ∈ K, λ est une valeur propre de A si et seulement si A−λIn est non inversible si et seulement
si det(A− λIn) = 0.

6. En particulier, 0 est une valeur propre de A si et seulement si A est non inversible si et seulement si
det(A) = 0.

7. Sp(On) = {0} (où On est la matrice carrée nulle d’ordre n.)

3.4.1.3 Premières propriétés

Proposition 3.4.2. si λ1, ..., λs sont des valeurs propres 2 à 2 distinctes de u alors la somme des sous-espaces
propres est directe.

Preuve. Comme les λk sont deux à deux distincts les polynômes X − λk sont deux à deux premiers entre

eux et le lemme des noyaux permet d’écrire en posant Q =
s∏

k=1

(X − λk) :

ker(Q(u)) =
s
⊕
k=1

ker(u− λk IdE),

ce qui termine la preuve de la proposition. ■
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Corollaire 3.4.1. une famille de vecteurs propres associée à des valeurs propres 2 à 2 distinctes est libre.

Preuve. Soient λ1, . . . , λs des valeurs propres deux à deux distinctes d’un endomorphisme u et x1, . . . , xs

des vecteurs propres respectifs associés. Pour tout α1, . . . , αs ∈ K, si
s∑

k=1

αkxk = 0, comme αkxk ∈ Eλk
(u),

pour tout k ∈ [[1, s]] et que la somme de Eλk
(u) est directe, en vertu de la proposition 3.4.2, on a ∀k ∈

[[1, s]], αkxk = 0, et comme xk ̸= 0, on a αk = 0, d’où la liberté de la famille (xk)1≤k≤s. ■

Proposition 3.4.3. Soit u ∈ L(E) et P ∈ K[X]. Alors :

∀λ ∈ K,∀x ∈ Eλ(u), P (u)(x) = P (λ)x,

en particulier, si λ ∈ Sp(u) alors P (λ) ∈ Sp(P (u)) et Eλ(u) ⊂ EP (λ)(P (u)), donc si x est un vecteurs
propre de u associé à λ, alors x est vp de P (u) associé à P (λ).

Corollaire 3.4.2. Toute valeur propre de u est une racine de πu

Preuve. En effet si λ ∈ Sp(u) alors π(λ) ∈ Sp(π(u)) = {0}, donc π(α) = 0 ■

Remarque. On a les propriétés similaires pour les matrices

3.4.2 Cas de la dimension finie, polynôme caractéristique
Dans tout ce qui suit E de dim n non nulle.
Motivation : Si λ est une valeur propre d’une matrice A, on remarque que c’est une racine d’un polynôme

de degré n.

3.4.2.1 Polynôme caractéristique d’une matrice, d’un endomorphisme

Proposition 3.4.4. f(x) = det(xI −A) est une fonction polynômiale. Le polynôme associé noté χA vérifie
ce qui suit :
(i) il est unitaire de degré n.
(ii) χA = Xn − tr(A)Xn−1 + · · ·+ (−1)n det(A).

Preuve. Soit x ∈ K et si on pose A = (aij), posons âij =

 −aij si i ̸= j

x− aii si i = j
; alors

f(x) =
∑

σ∈Sn

Dσ avec ∀σ ∈ Sn, Dσ = ε(σ)

n∏
i=1

âiσ(i)

On voit facilement que Dσ est polynômiale en x , on confondra désormais polynôme et fonction polynômiale
associée.
On suppose à présent que n ≥ 2 (le cas n = 1 étant très facile à vérifier) ; soit σ ∈ Sn tel que σ ̸= Id ;
posons

Y = {i ∈ [[1, n]]/σ(i) ̸= i}

alors card(Y ) ≥ 2 ; en effet Y ̸= ∅ car σ ̸= Id, et si i ∈ Y , posons j = σ(i) alors i ̸= j et par injectivité de
σ, on a σ(i) ̸= σ(j) donc j ̸= σ(j) donc j ∈ Y . Il en découle que deg(Dσ) ≤ n − 2 Pour tout σ ∈ Sn tel
que σ ̸= Id. Sauf DId, tous les monômes Dσ sont de degré plus petit ou égal à n− 2. Comme par ailleurs,
deg(DId) = n, les monômes de f(x) de degré n et celui de degré n− 1 se trouvent dans DId. Comme

DId(X) =

n∏
i=1

(X − aii) = Xn − (

n∑
i=1

aii)X
n−1 + ...

on a
χA(X) = Xn − tr(A)Xn−1 + · · ·+ (−1)n det(A)
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■

Proposition 3.4.5. Soient A,B ∈ Mn(K). Alors :
1. A et tA on le même polynôme caractéristique. Autrement dit : χtA = χA.
2. Si A et B sont semblables alors χA = χB

Preuve. 1. Soit x ∈ K, alors χtA(x) = det(xIn − tA) = det(t(xIn −A)) = det(xIn −A) = χA(x).
2. Comme A et B sont semblables, il existe P ∈ GLn(K) tel que B = PAP−1, donc, pour tout x ∈ K,

on a : χB(x) = det(xIn − B) = det(xIn − PAP−1) = det(P (xIn − A)P−1) = det(P ) det(xIn −
A) det(P−1) = det(xIn −A) = χA(x), on a utilisé que det(P−1) = (det(P ))−1.

■

Remarque. La réciproque n’est pas vraie, voici un contre exemple : On prends E = R3 et (e1, e2, e3) la base
canonique de R3 et soit :

A =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 et B =


1 1 0

0 0 0

1 1 1


On a χA = χB = X(X−1)2, cependant E1(A) est un plan vectoriel de R3, à savoir : Re1+Re2 alors que E1(B)
est une droite vectorielle, à savoir Re3. Donc A et B ne sont pas semblables.
Remarquons que A et B ont aussi le même rang (elles ont le même déterminant et la même trace puisqu’elles
ont le même polynôme caractéristique).

Definition 3.4.4

Soit E un K−espace vectoriel de dimension finie n (avec n ≥ 1). Le polynôme caractéristique d’un
endomorphisme u de E est le polynôme caractéristique d’une matrice qui le représente dans une base
quelconque de E.

Remarque. Cette définition est pourvue de sens car si deux matrices A et B représentes u dans des bases
respectives, les matrices A et B sont semblables, donc d’après la proposition 3.4.5, on a χA = χB , donc le
polynôme caractéristique en question ne dépends que de u.

] Exemple : Soit π un projecteur de E de rang r tel que 0 < r < n = dim(E). On sait que Im(π)⊕ker(π) = E.
Soit B une base de E adaptée à cette somme directe, alors la matrice de π relativement à cette base est :

A =

 Ir 0

0 0


de sorte que : χπ = χA = (X − 1)rXn−r.

3.4.2.2 Polynôme caractéristique et stabilité

Rappel : Si M = diag(M1, · · · ,Ms) est une matrice triangulaire supérieure par blocs diagonaux, c’est-à-dire ,
M est de la forme :

M =


M1

. . . ⋆

O
. . .

Ms


alors

det(M) =

s∏
k=1

det(Mk).

Remarque. C’est valable aussi si la matrice est triangulaire inférieur pa blocs.
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Proposition 3.4.6. Soit u ∈ L (E) et F un sous-espace vectoriel non nul de E u−stable et uF l’endomor-
phisme induit associé. Alors χuF

|χu

Preuve. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u et F ′ un supplémentaire de F , donc

(⋆⋆) F ⊕ F ′ = E

Soit
B = (v1, · · · , vr, · · · , vn)

une base adptée à la somme directe (⋆⋆), alors la matrice de u relativement à B est :

A = matB(u) =

 B C

0 D


Donc χu = χBχD = χuF

χD et χuF
|χu. ■

3.4.2.3 Polynôme caractéristique et spectre

Proposition 3.4.7. λ ∈ Sp(A) si et seulement siχA(λ) = 0. En particulier A a au plus n valeurs propres

Corollaire 3.4.3. Soit u ∈ L (E). Alors Sp(u) est fini et card(Sp(u)) ≤ dim(E).

Definition 3.4.5

multiplicité d’une vp : Soit λ ∈ Sp(u), la multiplicité de λ est son ordre de multiplicité mλ(u) dans le
polynôme caractéristique χu.

Proposition 3.4.8. Si λ ∈ Sp(u) alors 1 ≤ dim(Eλ(u) ≤ mλ(u)

Preuve. Posons d = dim(Eλ(u)) et m = mλ(u). Comme λ est une valeur propre de u, on a d ≥ 1. Soit E′

un supplémentaire de Eλ(u). Si B = (v1, · · · , vr, vr+1, · · · , vn) est une base adaptée à la somme directe
Eλ(u)⊕ E′ = E alors la matrice de u relativement à B est de la forme :

A = matB(u) =

 λId C

0 D


Il en résulte que le polynôme caractéristique de u est

χu = (X − λ)dχD

en particulier ((X − λ)d|χu. Comme m = mλ(u) est la multiplicité de λ dans χu, alors :

χu = (X − λ)mQ et (X − λ) ̸ |Q;

donc :
(X − λ)d|(X − λ)mQ et (X − λ) ∧Q = 1

et par le lemme de Gauss,
(X − λ)d|(X − λ)m,

donc d ≤ m. ■

3.4.2.4 Cas où χu est scindé

• Lorsque le polynôme caractéristique d’un endomorphisme en dimension finie ou d’une matrice carrée est
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scindé, on propose deux façons de l’écrire :
- Première façon :

χu =

n∏
k=1

(X − λk)

avec λ1, · · · , λk les valeurs propres de u, comptées avec leur ordres de multiplicités.
- Deuxième façon :

χu =

s∏
k=1

(X − µk)
mk

avec s = card(Sp(u)) et µ1, · · · , µs les valeurs propres deux à deux distinctes de u.

• Lorsque le polynôme caractéristique d’un endomorphisme est scindé , on peut calculer son determinant et sa
trace en fonction des valeurs propres, ce qui est résumé par la :

Proposition 3.4.9. Soit u ∈ L(E) tel que χu est scindé, précisément :

χu =

n∏
k=1

(X − λk) =

s∏
k=1

(X − µk)
mk

avec les λk, k ∈ [[1, n]] les valeurs propres de u comptées avec leur multiplicités et les µj , j ∈ [[1, s]] les valeurs
propres deux à deux distinctes de u ; alors :

det(u) =
n∏

k=1

λk =
s∏

j=1

µj
mj

tr(u) =
n∑

k=1

λk =
s∑

j=1

mjµj

Remarque. C’est aussi valable pour une matrice carrée ayant le polynôme caractéristique scindé.

3.5 Valeurs propres et polynômes annulateur

3.5.1 Théorème de Cayley-Hamilton

Théorème 3.5.1. Soit u ∈ L(E) alors χu(u) = 0.

Preuve. On va démontrer que pour tout vecteur x ∈ E, on a χu(u)(x) = 0.
- Si x = 0, c’est vrai.
- si x ̸= 0, il existe un entier naturel non nul p maximal tel que la famille Fx = (uk(x))0≤k≤p−1 est libre :
effet p = 1 convient et l’ensemble en question est une partie de N∗ majorée par n, on prend son plus grand
élément p. Par définition de p, la famille x, u(x), · · · , up(x)) est liée donc il existe (a0, · · · , ap−1) ∈ Kp tel
que :

up(x) =

p−1∑
k=0

aku
k(x)

Ainsi si on pose

P = Xp −
p−1∑
k=0

akX
k

on a
P (u)(x) = 0.

Le sous-espace vectoriel F = Vect(Fx) est stable par u puisque les images des vecteurs de la famille Fx,
par u sont des combinaison linéaires de ceux ci. Si on note uF l’endomorphisme induit on a χuF

|χu. On
va montrer que :

χuF
= P

et comme P (u)(x) = 0, il en découlera que par suite χuf
(u)(x) = 0 donc χu(u)(x) = 0.
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La matrice de uF relativement à la base Fx de F est :

Bp = matFx
(uF ) =



0 · · · · · · 0 a0

1
. . .

...
...

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

...

0 · · · 0 1 ap−1


Une récurrence sur p permet de démontrer que χB = P .
En effet , il est aisé de prouver ce résultat pour p = 2. Soit p ≥ 3 tel que le résultat est vrai pour p − 1,
alors en développant suivant la première ligne , on a :

χB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X 0 · · · · · · 0 −a0

−1 X
. . .

...
...

0
. . . . . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
...

. . . X −ap−1

0 · · · · · · 0 −1 X − ap

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X 0 · · · · · · 0 −a1

−1 X
. . .

...
...

0
. . . . . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
...

. . . X −ap−1

0 · · · · · · 0 −1 X − ap

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)p+1a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 X 0 · · · 0 −a1

0 −1
. . . . . .

...
...

0
. . . . . . . . . 0

...
...

. . . . . . X
...

...
. . . −1 X

0 · · · · · · · · · 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Donc :

χB = X

(
Xp−1 −

p−1∑
k=1

akX
k−1

)
+ (−1)p−1+1a0(−1)p−1

Donc :

χB = Xp −
p−1∑
j=1

ajX
j − a0 = Xp −

p−1∑
k=0

akX
k

■

Remarques. Le théorème s’exprime aussi comme suit :

1. πu|χu

2. χu ∈ Iu

3. On a dim(K[u]) ≤ dim(E). Notons que si n ̸= 0 alors dim(K[u]) > 0 ; en effet IdE ∈ K[u] et IdE ̸= 0.



3.6. DIAGONALISATION 17

3.5.2 Autres liens entre χA et πA

Proposition 3.5.1. Soit n ∈ N∗ et A ∈ Mn(K), alors, χA et πA ont les mêmes racines.

Preuve. En effet si λ est une racine de χA alors λ ∈ Sp(A). On a déjà vu qu’alors πA(λ) = 0. Réciproque-
ment, si πA(λ) = 0, alors, πA s’écrit : πA = (X − λ)Q. Forcément Q(A) ̸= 0, donc il existe Y ∈ Mn,1(K)
tel que X = Q(A)Y ̸= 0. On a (A− λIn)Q(A) = 0, donc (A− λIn)X = 0 et λ ∈ Sp(A). ■

Remarque. En particulier, si χA est scindé alors πA est scindé et dans ce cas si SpA = {λk, k ∈ [[1, s]]} alors
χA =

∏
(X−λk)

mk et πA =
∏
(X−λk)

m′
k avec mk,m

′
k des entiers tel que 1 ≤ m′

k ≤ mk et mk est la multiplicité
de λk dans χA.

Proposition 3.5.2. Si P est un polynôme annulateur de u alors toute valeur propre de u est une racine de
P

Preuve. En effet toute valeur propre de u est une racine du polynôme minimal πu de u et comme P (u) = 0,
on a πu|P et le résultat en découle. ■

3.6 Diagonalisation
Dans tout ce qui suit les espaces vectoriels considérés sont de dimension finie non nulle.

3.6.1 Endomorphisme, matrice diagonalisable
3.6.1.1 Endomorphismes diagonalisables

Proposition 3.6.1. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) il existe une base B de E tel que matB(u) est diagonale.
(ii) Sp(u) non vide et E =

⊕
λ∈Sp(u) Eλ(u)

(iii) E admet une base formée de vecteurs propres de u.

Preuve.
• Supposons qu’on a (i) et soit B une base de E tel que la matrice A = matB(u) est diagonale. Notons
λ1, · · · , λs, les termes deux à deux distincts qui apparaissent dans la diagonale de A avec des éventuelles
répétitions pour chacun d’eux. Pour tout i ∈ [[1, s]], notons Ci la sous-famille de B de touts les vecteurs e
tel que u(e) = λie. Soit C =

⋃
Ci, la réunion étant faite de façon à ordonner les Ci par ordre croissant de

l’indice i. On a alors :

matC (u) =


∆1

. . .

∆s


où

∀k ∈ [[1, s]] ∆k = λkInk

avec nk le nombre de vecteurs de la famille Ck. Donc

E =

s⊕
k=1

Ek

avec Ek = Vect(Ck) = Eλk
(u).

• Supposons que (ii) est vraie. Pour tout λ ∈ Sp(u), notons Cα une base de Eλ(u) et soit C =
⋃

λ∈Sp(u) Cλ.
Alors, C est une base de E adaptée à la somme directe de l’hypothèse et c’est clairement une base formée
de vecteurs propres de u puisque si e est un vecteur de C , il existe λ ∈ Sp(u) tel que e est un vecteur de
Cλ, donc e ∈ Eλ(u), donc u(e) = λe et par suite e est un vecteur propre de u.
• Supposons que (iii) est vraie, soit B = (e1, . . . , en) une base de E formée de vecteurs propres de u. Alors
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pour tout i ∈ [[1, n]], il existe λi ∈ K tel que u(ei) = λiei, donc la matrice de u relativement à B est :

matB(u) = diag(λ1, · · · , λn).

Conclusion : On a démontré les implications : (i) ⇒ (ii), (ii) ⇒ (iii) et (iii) ⇒ (i), donc les assertions
(i), (ii) et (iii) sont équivalentes. ■

Definition 3.6.1

Si l’une des assertions (i), (ii), (iii) de la proposition 3.6.1 est réalisée, on dit que u est diagonalisable.

Remarque. Toute base B de E formée de vecteurs propres de u est appelée base de diagonalisation de u.

Proposition 3.6.2. Soit u un endomorphisme tel que Sp(u) ̸= ∅. Alors u est diagonalisable si et seulement
si

∑
λ∈Sp(u)

dim(Eλ) = dimE

Théorème 3.6.1. Soit u ∈ L (E). Alors une condition nécessaire pour que u soit diagonalisable est χu est
scindé. Si cette condition est remplie alors u est diagonalisable si et seulement si pour tout λ ∈ Sp(u), on
a m(λ) = d(λ) où m(λ) est la multiplicité de λ et d(λ) = dim(Eλ(u)).

Preuve. En effet, le fait que χu soit scindé est une condition nécessaire pour que u soit diagonalisable
puisque si u est diagonalisable il admet une matrice D = diag(λ1, · · · , λs) dans une base de diagonalisation
et par suite ,χu =

∏
(X−λk). Supposons donc que χu est scindé alors on a n =

∑
m(λk). En particulier u

est diagonalisable si et seulement sin =
∑

d(λk) si et seulement si
∑

(m(λk)− d(λk) = 0 si et seulement
sim(λk) = d(λk), ∀k car on sait que m(λk)− d(λk) ≥ 0, pour tout k ∈ [[1, s]]. ■

Exemple. Soit α, β, γ, λ ∈ R et la matrice

A =


α β 0

0 γ 0

0 λ α

 ∈ M3(R)

Donner une condition nécessaire et suffisante sur α, β, γ, λ pour que A soit diagonalisable.
Réponse : On remarque que α ∈ Sp(A) et que e1 et e3 sont des vecteurs propres associés à α, don
la multiplicité de α dans χA est supérieure ou égale à 2, donc le polynôme caractéristique de A est
de la forme : χA = (X − α)2(X − b) de sorte que χA est scindé, donc tr(A) = 2α + b = 2α + γ et
γ = b. Il en découle que χA = (X − α)2(X − γ). La dimension du sous-espace vectoriel propre Eα(A) est
d(α) = 3− rg (A− αA) = rg (A′) avec :

A′ =


0 β 0

0 γ − α 0

0 λ 0


• Si α ̸= γ alors rg (A′) = 1 et d(α) = 2 = m(α), donc A est diagonalisable.
• Si α = γ alors m(α) = 3 d’une part, et d’autre part : si β = λ = 0 alors rg (A′) = 0, donc d(α) = 3 et
A est diagonalisable, et si β ̸= 0 ou λ ̸= 0 alors rg (A′) = 1, donc d(α) = 2 < 3 = m(α) et A n’est pas
diagonalisable.
Résumé : La matrice A est diagonalisable si et seulement si

α ̸= γ ou

 α = γ

β = λ = 0
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si et seulement si :
α ̸= γ ou β = λ = 0

3.6.1.2 Matrice carrée diagonalisable

Definition 3.6.2

Une matrice carrée est diagonalisable si l’endomorphisme canoniquement associé est diagonalisable.

Proposition 3.6.3. une matrice carrée est diagonalisable si et seulement si elle est semblable à une matrice
diagonale.

3.6.2 Autres caractérisation des endomorphismes diagonalisables

3.6.2.1 Décomposition spectrale

Notation : Si E =
s
⊕
k=1

Ek on note Ẽk =
s
⊕
j=1
j ̸=k

Ej et πk la projection sur Ek parallèlement à Ẽk.

Proposition 3.6.4. Si u est diagonalisable et λk, k ∈ [[1, s]] ses valeurs propres deux à deux distinctes alors

u =
s∑

k=1

λkπk où les πk sont les projecteurs associés à la somme directe : E =
s
⊕
k=1

Ek

Preuve. si x = x1 + · · ·+ xs avec xk ∈ Ek(u) alors u(x) = u(x1) + · · ·+ u(xs) =
∑

λkxk =
∑

λkπk(x) ■

Théorème 3.6.2. Si P ∈ K[X] alors, avec les notations ci-dessus, P (u) =
s∑

k=1

P (λk)πk

Preuve. Si P = Xm, raisonnons par récurrence sur m. Pour m = 0, il vient IdE =
∑

πk, chose juste. Pour
m = 1 c’est la prop ci-dessus. Soit m ∈ N∗ tel que um =

∑
λm
k πk. On a πju

m =
∑

λm
k πjπk = λm

j πj de
sorte que um+1 = u.um =

∑
λjπju

m =
∑

j λ
m+1
j πj .

Pour finir, soit P ∈ K[X] tel que P =
N∑

m=0
amXm, alors :

P (u) =

N∑
m=0

amum

=

N∑
m=0

s∑
j=1

amλm
j πj

=

s∑
j=1

(
N∑

m=0

amλm
j

)
πj

=

s∑
j=1

P (λj)πj .

■

3.6.2.2 Conséquences

Proposition 3.6.5. Si u est diagonalisable de valeurs propres deux à deux distinctes λ1, · · · , λs alors le

polynôme scindé à racines simples : π =
s∏

j=1

(X − λj) annule u.
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Preuve. Comme π(λj) = 0 pour tout j, c’est une conséquence immédiate du théorème précèdent. ■

Théorème 3.6.3. u est diagonalisable ssi son polynôme minimal πu est scindé à racines simples.

Preuve. Si u est diagonalisable et Sp(u) = {λ1, · · · , λs} alors le polynôme π =
∏
(X − λj) annule u. Or

chaque λj est une racine du polynôme minimal πu, donc π|πu et par suite π = πu, donc πu est scindé
simple. Réciproquement si πu =

∏
(X − λj) avec les λj deux à deux distincts, alors par le lemme des

noyaux et πu(u) = 0, on a E =
s
⊕
j=1

Eλj (u) donc u est diagonalisable. ■

Corollaire 3.6.1. u est diagonalisable si et seulement si il existe un polynôme P scindé à racines simples
tel que P (u) = 0. Dans un tel cas les valeurs propres de u sont parmi les racines de P .

Preuve. Si u est diagonalisable alors P = πu est un polynôme annulateur de u scindé à racines simples
d’aprés le théorème 3.6.3 .
Réciproquement, si P est un polynôme scindé à racines simples tel que P (u) = θ alors πu|P et par suite
πu est scindé à racines simples, donc, d’après le théorème 3.6.3, l’endomorphisme u est diagonalisable. ■

Corollaire 3.6.2. Si dimE = n et u admet n valeurs propres deux à deux distinctes, alors u est diagonali-
sable et les sous-espaces propres sont des droites vectorielles.

Remarques. On fait les remarques suivantes :
1. Si dim(E) = n, un endomorphisme u ∈ L(E) posséde exactement n valeurs propres si et seulement si le

polynôme caractéristique de u est scindé à racines simples.
2. Si dim(E = n et u ∈ L(E) un endomorphisme possédant exactement n valeurs propres alors πu = χu.

Proposition 3.6.6. Soit u ∈ L(E) un endomorphisme diagonalisable et F est un sous-espace vectoriel de
E. Si F est stable par u alors l’endomorphisme induit uF est diagonalisable

Preuve. Comme u est diagonalisable , son polynôme minimal πu est scindé à racines simples, or le polynôme
minimale πuF

de uF divise πu, donc πuF
est scindé à racine simples , par suite uF est diagonalisable. ■

3.7 Trigonalisation
Tout espace vectoriel considéré dans ce paragraphe est de dimension finie non nulle

3.7.1 Définitions
3.7.1.1 Endomorphisme trigonalisable

Definition 3.7.1

Un endomorphisme u est trigonalisable s’il existe une base B de E tel que T = matB(u) est triangulaire
supérieur.

Remarques. Soit u ∈ L(E) ( E étant un K − espace vectoriel de dimension finie non nulle n.) On a les
remarques suivantes :

1. S’il existe une base C de E tel que matC (u) est triangulaire inférieure alors u est trigonalisable.

Preuve. Si C = (ck)1≤k≤n Soit B = (bk)1≤k≤n tel que bk = cn−k+1 alors matB(u) est triangulaire
sup. ■

2. Si u est trigonalisable représenté par une matrice triangulaires T = (tij)1≤i,j≤n alors les termes diagonaux
t11, · · · , tnn sont exactement les valeurs propres de u comptées avec leur multiplicités.
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Preuve. Si u est représenté par T alors son polynôme caractéristique est χu =
∏n

k=1(X − tkk), ce
qui prouve le résultat énoncé. ■

Exemples. On donne les exemples suivants :
1. Tout endomorphisme diagonalisable est trigonalisable.
2. u : R3[X] → R3[X];P 7→ (X + 3)P ′. Si B = (1, X,X2) est la base canonique de E alors :

matB(u) =


0 3 0

0 1 6

0 0 2



3.7.1.2 Matrice trigonalisable

Definition 3.7.2

Soit M ∈ Mn(K) une matrice carrée. M est trigonalisable si l’endomorphisme canoniquement associé
est trigonalisable.

Proposition 3.7.1. M est trigonalisable si et seulement si M est semblable à une matrice triangulaire sup
si et seulement siM est semblable à une matrice triangulaire inférieure.

Remarque. Toute matrice triangulaire supérieure ou inférieure, toute matrice diagonale est trigonalisable.

3.7.2 Caractérisation par les polynômes caractéristique
3.7.2.1 Caractérisation

Théorème 3.7.1. Soit u un endomorphisme. les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est trigonalisable
(ii) Le polynôme caractéristique χu est scindé .

Preuve. - Si u est trigonalisable, il existe une base dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure

T , donc χu =
n∏

k=1

(X − λk) où les λk sont les termes diagonaux de T .

- Réciproquement, par récurrence sur la dimension n de E.
• Si n = 1, on a forcément πu = X − c, donc u est une homothétie donc u est même diagonalisable.
• Soit n ∈ N∗ tel que la propriété à démontrer est vraie pour tout espace vectoriel de dimension n. Soit
E un espace vectoriel de dimension n+1 et u ∈ L(E) tel que χu est scindé. Soit λ une racine de χu, donc
λ est une valeur propre de u, e1 un vecteur propre associé et E′ un supplémentaire de Ke1. Considérons
une base B′ = (e2, · · · , en+1) de E′ et la base de E sous-jacente B = (e1, e2, · · · , en+1). alors :

A = matB(u) =


λ L

0
... B

0


avec B ∈ Mn(K) et L ∈ M1,n(K). On a alors chu = (X−α)χB , et comme χu est scindé, il en est de même
de χB . Soit v l’endomorphisme canoniquement associé à B, alors χv = χB , donc χv est scindé, donc, par
hypothèse de récurrence, on a v est trigonalisable, donc B est trigonalisable, donc il existe Q ∈ GLn(K) et
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une matrice triangulaire supérieure T1 ∈ Mn(
K) tel que B = QT1Q

−1, donc A =


λ L

0
... QT1Q

−1

0

.

Soit P =

 1 0

0 Q

, alors P ∈ GLn+1(K) et P−1 =

 1 0

0 Q−1

. On a P−1AP =


λ LQ

0
... T1

0

 =

T est une matrice triangulaire de Mn+1(K) et comme A = PTP−1, la matrice A est trigonalisable, donc
l’endomorphisme u est trigonalisable, ce qui termine la preuve du théorème. ■

Remarque. On a un théorème similaire pour les matrices carrées : Une matrice carrée A ∈ Mn(K) est
trigonalisable si et seulement si son polynôme caractéristique χA est scindé.

3.7.2.2 Cas où K = C

Théorème 3.7.2. Soit E un C espace vectoriel de dimension finie. Alors tout endomorphisme de E est
trigonalisable.

Théorème 3.7.3. Toute matrice carrée de Mn(C) est trigonalisable.

3.7.3 Endomorphismes et matrices nilpotents
3.7.3.1 Rappel

Definition 3.7.3

Soit E un K− espace vectoriel et u ∈ L (E). On dit que u nilpotent s’il existe un entier naturel non nul
k tel que uk = 0. Le plus petit k vérifiant uk = 0 s’appelle indice de nilpotence de u.

Definition 3.7.4

Soit A une matrice carrée. A est nilpotente s’il existe k ∈ N∗ tel que Ak = 0. le plus petit k ∈ N∗ vérifiant
Ak = 0 s’appelle indice de nilpotence de A.

Exemple : Si E est de dimension finie non nulle n alors un endomorphisme u est nilpotent si et seulement si
un = 0.

3.7.3.2 Caractérisation

Proposition 3.7.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme u de E est nilpotent
si et seulement si u est trigonalisable et admet 0 comme unique valeur propre.

Preuve. Si u est nilpotent alors il existe k ∈ N∗ tel que uk = 0. Soit A ∈ Mn(K) une matrice représentant
u.
• Si K = C, alors A est trigonalisable, et comme Ak = 0, la seule valeur propre de A est 0.
• Si K ̸= C, la matrice A est toujours dans Mn(C) et elle est par conséquent trigonalisable, et comme
Ak = 0, la seule valeur propre de A est 0 donc le polynôme caractéristique de A est PA = Xn et comme
PA ∈ K[X], le polynôme caractéristique de A en tant qu’élément de K[X] est χA = Xn, donc A est
trigonalisable avec unique valeur propre 0. Donc u est trigonalisable avec unique valeur propre 0.
Réciproquement si u est trigonalisable et 0 est l’unique valeur propre de u alors il existe une base C de E
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tel que la matrice T de u relativement à C est :

T =


0

. . . ⋆

0
. . .

0


triangulaire supérieure avec les termes diagonaux nuls, donc χu = Xn et par Cayley-Hamilton, on a un = 0
et par suite u est nilpotent. ■

Remarques. Ces remarques sont très utiles en pratique :
• Si A ∈ Mn(K) est une matrice dont le polynôme caractéristique χA est scindé et si A admet une unique
valeur propre λ, alors A est diagonalisable si et seulement si A = λIn.
• On a une remarque similaire pour un endomorphisme u ∈ L(E) avec E de dimension finie n.
• Cela revient à dire : un endomorphisme u ∈ L(E) avec E K − espace vectoriel de dimension finie n(resp.
matrice A ∈ Mn(K)) trigonalisable avec une unique valeur propre λ est diagonalisable si et seulement si
u = λ IdE (resp. A = λIn).

3.7.4 Une autre réduction d’endomorphisme trigonalisable

Soit u un endomorphisme trigonalisable, donc χu est scindé. Si Sp(u) = {λ1, · · · , λs} alors χu =
s∏

k=1

(X−λk)
mk .

Pour tout k ∈ [[1, s]], on a 1 ≤ mk ≤ n où n = dim(E). Le lemme de décomposition des noyaux permet d’écrire :

E =

s⊕
k=1

ker(u− λk IdE)
mk .

Puisque (u−λk IdE)
mk ∈ K[u], le sous-espace vectoriel Fk = ker(u−λk IdE)

mk est stable par u et si on note uk

l’endomorphisme induit associé on a uk = IdFk
+νk avec νk = uk − λk IdFk

. On remarque que Fk = ker(νk)
mk ,

ce qui se traduit par νmk

k = 9, donc νk est nilpotent. Ceci est résumé par la :

Proposition-Définition 3.7.1. Si u ∈ L(E) est un endomorphisme trigonalisable alors si

Sp(u) = {λ1, · · · , λs}

et

χu =

s∏
k=1

(X − λk)
mk

alors :

E =

s⊕
k=1

ker(u− λk IdE)
mk

les sous-espaces vectoriels Fk = ker(u− λk IdE)
mk ; k ∈ [[1, s]], sont stables par u et si pour tout k ∈ [[1, s]],

on note uk l’endomorphisme de Fk induit par u à Fk, alors uk = λk IdFk
+νk où νk ∈ L(Fk) est un

endomorphisme nilpotent de Fk.
Les sous-espace vectoriels Fk = ker(u − λk IdE)

mk sont applelés les sous-espaces caractéristiques associés
à l’endomorphisme u.

Remarque. Avec les notations ci-dessus, si on note πk les projecteurs sur Fk parallèlement à

F̂k =

s⊕
j=1
j ̸=k

Fj

et pour tout x ∈ E :

ν(x) =

s∑
j=1

νj(πj(x))

alors ν est un endomorphisme nilpotent de E et on a

u = ν + δ et ν ◦ δ = δ ◦ ν
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où

δ =

s∑
j=1

λjπj .

Preuve. On à démontrer :
• ν est nilpotent :
En effet : νn = 0 où n = dim(E) car pour tout k ∈ [[1, s]], on a νk

mk = 0 et mk ≤ n donc νk
m = 0

• δ est diagonalisable :
En effet ⊕Fk = E et pour tout x ∈ Fk, δ(x) = λkx, donc les λk sont les valeurs propres de δ et les
sous-espaces propres associés Fk son en somme directe.
• δ et ν commutent :
En effet, si x =

∑s
k=1 xk avec xk ∈ Fk alors

δ(x) =

s∑
k=1

λkxk,

donc

ν(δ(x)) =

s∑
k=1

λkνk(xk);

par ailleurs

ν(x) =

s∑
k=1

νk(xk)

et comme νk(xk) ∈ Fk, on a

δ(ν(x)) =

s∑
k=1

λkνk(xk),

ce qui prouve ν ◦ δ = δ ◦ ν. ■

Remarque. La décomposition de Dunford hors programme postule que toute endomorphisme u trigonalisable
se décompose de façon unique sous le forme u = δ + ν tel que :
• δ un endomorphisme diagonalisable de E
• ν un endomorphisme nilpotent de E
• δ ◦ ν = ν ◦ δ.
Les remarques ci-dessus ont déjà prouvé l’existence d’une telle décomposition. L’unicité est un peu plus difficile
et de toute façon c’est du hors programme.
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