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Chapitre 2

ALGEBRE LINEAIRE : RAPPELS

2.1 Rappels et Compléments

2.1.1 Famille génératrice, famille libre, base, dimension
2.1.1.1 Généralités

Soit K un corps. Si & = («;);cr est une famille d’éléments de K, on appelle support de & ’ensemble :
Supp(&/) = {i € I/a; # 0}

Si Supp(«?) est une partie finie de I, on dit que la famille .o/ est a support fini.
On note KU Pensemble des familles d’éléments de K a support fini de K. On observe que KU c KI.
Si E est un K—espace vectoriel et &/ = («;);er est une famille & support fini non vide I = Supp(&/) alors pour

toute famille (z;);er de vecteurs de F, la somme Y a;x; est pourvu de sens , par définition :
iel

E Q;r; = E ;5.

i€l icl

Par convention, si Supp(«) = 0 alors > a;z; = 0.

i€l
Definition 2.1.1

On appelle combinaison linéaire des vecteurs z;,i € I toute somme de la forme > a;z; out (y)icr est
il

une famille de scalaires & support fini.

Definition 2.1.2

Soit £ = (z;)ics une famille de vecteurs de E.

1. On dit que 2 est génératrice si tout vecteur de E est combinaison linéaire des x;,i € I.

2. On dit que la famille 2" est libre si 'unique combinaison linéaire des x; nulle est celle a support
vide, c’est-a-dire
Zaixi =0=Viel,a; =0
il
3. On dit que la famille 2 est liée si elle n’est pas libre, donc sl existe (;);er & support fini non
vide tel que > aya; = 0.

4. On appelle base de F une famille de vecteurs a la fois génératrice et libre.

Remarques. Toutes les remarques suivantes sont utiles en pratique.

1. Pour montrer qu’une famille (e;);er est génératrice il suffit de prouver que pour tout & € E, il existe
11, ,1s € I et des scalaires A;,, -+, \;, tel que

S
xr = E )\ikeik
k=1

3
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2. Une famille .# de vecteurs de E est libre si et seulement si toute sous-famille finie de .# est libre.
3. Pour montrer qu’une famille (e;);er est libre il suffit de prouver que pour tout s € N* et tous 41, -+ ,is € T
et tous Aj,, -+, A, €K, ona:

> Xigei, =0= X, =0,k € [1,5].
k=1
4. Sion indexe par N, on dispose , une famille (v;);cn est libre si et seulement si pour tout m € N, la famille
(vi)o<i<m est libre.
2.1.1.2 Exemples

Exemple 1 :
Soit E = (R, R) I'espace des applications continues de R vers R et pour tout n € N, on pose f,(x) = cos(nx)

pour tout x € R. La famille (f,)nen est libre. En effet si N € N et Ag, -+, Ay € R tel que :
N
Z )‘kfk = Oa
k=0

I1 en découle que :

N
vt € [0, 7], Z A cos(kt) =0,
k=0

alors si j € [0, N] fixé, on a :
N

vt € [0, 7], Z Ak cos(kt) cos(jt) = 0,
k=0

En intégrant sur l'intervalle [0, 7], il vient :

x N
/ Z Mg cos(kt) cos(jt)dt =0

0 k=0

Donc
N ™
Z/ A cos(kt) cos(jt)dt = 0
k=00

Autrement dit :

T N T
Aj / cos? (jt)dt + Z )\k/ cos(kt) cos(jt)dt =0
0 - 0
=

e Pour tout k € [0, N, tel que k # j, on a :

/07r cos(kt) cos(jt)dt = (cos(k — )t + cos(k + j)t)dt

1 LT 7
{k_jsm(k—j)t}o—l—2{k_FjSln(k—i-j)to

o
l\')\)—‘o\
3
N

e Par ailleurs, si j =0, on a foﬂ cos?(jt)dt = .

°Sij #0, alors [ cos®(jt)dt = [ 1Jr%s(gﬁ)dt =z

e Tenant compte de ces résultats, on a A; = 0.

e Ceci étant pour tout j € [0, N] donc la famille (fx)refo,np est libre, comme c’est vrai pour tout N € N, la
famille (f,)nen est libre.

Exemple 2 :

Soit E = ¥(R,R) 'espace des applications continues de R vers R et pour tout n € N, on pose g, (z) = cos” z

N
pour tout & € R. La famille (g, )nen est libre. En effet si N € Net Ao, -+, Ay € R tel que > A\pgr = 0 alors si
k=0

N
j € [0, N] fixé, on a pour tout t € [—1,1], > \et* = 0 (il suffit de considérer x = arccos(t)), donc le polynome
k=0



2.1. RAPPELS ET COMPLEMENTS 5

N

P = Y M\ X" admet une infinité de zéros, a savoir, tout élément de [—1,1], donc P = 0 donc ses coefficients
k=0

sont nuls, donc \g = --- = Ay = 0, ce qui termine comme dans ’exemple précédent la preuve de la liberté de

la famille (g,,)nen-
2.1.1.3 Sous espace vectoriel engendré par une famille ou une partie

Proposition-Définition 2.1.1. Soit & = (e;);cr une famille quelconque de vecteurs. L’ensemble

Vect(& {Zx\ez/ HE]EK ]}

i€l

est un sous-espace vectoriel de E appelé sous-espace engendré par la famille (e;);er

Proposition 2.1.1. Soit ¥ un K—espace vectoriel et A est une partie de E. I’ensemble des combinaisons
linéaires des éléments de A est un sous-espace vectoriel de E appelé sous-espace vectoriel engendré par A.
On le note Vect(A). Si on note & la famille & = (a)qca, on a :

Vect(A) = Vect(& {Z At/ (Ag) € K[A]}

a€A

Remarques. On peut faire les remarques suivantes :
1. Vect(A) est lintersection de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant A.
2. Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A.
3. (a)qeca est une famille génératrice de Vect(A).
4

. Si F est un sous-espace vectoriel de F alors Vect(F) = F. En particulier pour toute partie A de E on a
Vect(Vect(A)) = Vect(A).
5. Vect()) = {0} et Vect(E) = F

2.1.1.4 Cas spécifique des polynémes

On dispose des propriété suivantes :

Proposition 2.1.2. Si & = (P,)nen est une famille de polynomes tel que deg(P,) = n pour tout n € N
alors & est une base de K[X]

Preuve. Pour tout n € N, la famille &, = (Py)o<k<n est une famille libre car s’il existe (ax)o<r<n famille

n

de scalaires non tous nuls tel que . ai Py = 0, alors en nommant £ le plus grand indice appartenant a
k=0

[0,n] tel que ap # 0, on a nécessairement ¢ > 0 et

P ==Y apP;,

chose impossible car égalité entre un polynéme de degré £ et un autre de degré strictement inférieur a /.
Ceci démontre la liberté de &. Si @ est un polyndme non nul de degré n alors Q € K,[X]. Or la famille
&y, libre dans K,,[X] et comportant n + 1 vecteur s avec n + 1 = dim(K,,[X]), la famille &), est une base
donc une famille génératrice de K,[X], donc P est une combinaison linéaire des vecteurs de &,, a fortiori
de ceux de &. Finalement & a la fois libre et génératrice est donc une base de K[X]. [ |

Corollaire 2.1.1. Si I est une partie non vide de N et (P;);cs est une famille de polynomes de K[X] tel que
pour tout 4,5 € I on a i # j = deg(P;) # deg(P;) alors la famille (P;);cs est libre.
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Corollaire 2.1.2. Si Py, - - - , P,, sont des polynomes de K,,[X] de degrés deux a deux distincts alors (P, - -« , Py,)
est une base de K, [X].

2.1.2 Somme de sous-espaces vectoriels

2.1.2.1 Définition, caractérisation

Definition 2.1.3

m
Soit m € N tel que m > 2, Ey,---, E,, des sous espaces vectoriels de E. On définit la somme Y Ej =
k=1

FEy+ -+ E,, des sous espaces vectoriels Fy par :

ZEk = {Zxk/Vk €1, m],zx € Ek}
k=1

k=1

\.

Remarques. On peut faire les remarques suivantes :

1. On a EEk = Vect (UZL:1 Ek)

2.51®: [[ Bx = E;z= (21, ,xm) — ®(x) = > xf alors Y, Ep =Im®.
k=1 k=1 k=1

m
Soit Ey,- -, Ep, F des sous-espaces vectoriels de E et F'= Y Fj. Si:
k=1

Ve € F,Al a1, ,&m) € E1 X -+ X By, m:Zxk

m
ce qui revient a dire que 'application ® ci-dessus induit un isomorphisme de [[ Ej vers F, on dit que la somme

k=1
F = > Ej est directe. On note
k=1
F=E:.
k=1
Pour tout j € [1,m], on pose : E; =5 F.
k=1
k#j
Proposition 2.1.3. Soit F1, - -, E,,, F' des sous-espaces vectoriels de E. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :
(1) @ Ex=F
k=1
> Ey=F
k=1
(2)
Vj € [[Lm]]ij OE; = {O}
m
S E,=F
(3) ¢ k=L m m
V(z1, - yxm) € [] Bk, D 2g=0=>21="-- =2, =0
k=1 k=1
Si Eyp,---, En, F son de dimensions finies, alors les assertions ci-dessus sont équivalentes & :
S Ey=F
ORE
> dim(Ey) = dim(F)
k=1
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2.1.2.2 Projections associées a une somme directe

Soit E un K—espace vectoriel, m un entier naturel non nul et Fy,--- , E,, des sous-espaces vectoriels de F tel
m o m
que @ Ej = E. Pour tout k € [1,m], on note comme en haut Ey, = @ E; et 7 la projection de E sur Ej
k=1 j=1
. Gk
parallélement & Ej. Alors on la proposition suivante :

Proposition 2.1.4. On a :
m
Z T = IdE 5
k=1

En particulier, pour toute endomorphisme f de E, on a :

2.1.3 Application linéaire canoniquement associée a une matrice.

n et p sont deux entiers naturels non nuls et M,, ,(K) désigne le K—espace vectoriel des matrices a n lignes et
p colonnes et & coefficients dans K. On rappelle que cet espace vectoriel est isomorphe a L£L(KP, K™), I’espace
vectoriel des applications linéaires de KP vers K”. On dispose notamment de I'isomorphisme canonique :

D ,C(Kp,Kn) — Mn,p(K); f— (b(f) = maty 3,
qui associe & toute application linéaire f € L(KP,K") la matrice ®(f) = M qui représente f dans les
bases canoniques respectives ¢ = (w1, - ,wp) et B = (e1, - ,e,) de KP et K”. En particulier, on a :

dim (£(K?,K")) = dim (M, ,(K)) = np. On dispose donc de l'isomorphisme ¥ = &~ qui associe a chaque
matrice M 'unique application linéaire f3; de K? vers K" tel que maty 4 for = M. On peut donc dire que si

P
X = ijwj = (21, -+ ,mp),
j=1

u’on identifie & la matrice colonne de coefficients x1,- - - , x,, donc
B} y Dy

1

alors fy(X)=MX.

Definition 2.1.4

Soit M € M, ,(K). On appelle 'application linéaire canoniquement associée & M, l'application fas :
K? — K™ tel que

VX €KP, fu(X)=MX

\. J

C’est 'application linéaire dont M est la matrice relativement aux bases canoniques respectives de K? et K”.

Remarques. 1. Si on désire éviter I'identification des colonnes et des lignes de méme taille une définition
rigoureuse de fjs est pour x € KP,
fu(x) = (M%) = 2*M

2. Une autre facon de faire est de prendre :

far : Mp1(K) = M, 1(K), X = fu(X) =MX.

3. Dans le cas particulier n = p, la matrice M et une matrice carrée , M € M,,(K) et fys est un endomor-
phisme appelé 'endomorphisme canoniquement associé & M.
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2.1.4 Changement de base

2.1.4.1 Matrice d’une famille de vecteurs relativement a une base.

Definition 2.1.5

Soit £ un K — espace vectoriel de dimension finie non nulle n et & = (e1, - ,e,) une base de E.
Si ¥ = (v1,---,vp) est une famille de vecteurs de E, on appelle matrice de ¥ dans # la matrice
A e M, ,(K) telle que :

A = (aij)i<i<n
1<i<p

avec :

n
Vj S Hl,p]] v = Zai)jei
=i

2.1.4.2 Changement de bases

Soit E un K—espace vectoriel de dimension n avec n € N*. Si Z et %’ sont deux bases de F, on appelle la
matrice de passage de Z a %’ la matrice carré P de la famille %’ relativement a la base %4, donc

P =matg(%#)

Autrement dit, si B = (e1,--- ,e,) et B = (e}, ,el,) et si pour tout j € [1,n], on a :

n

/
€ = E Dijei

i=1
alors
P = (pij)i<ij<n

Comme €} = Id.(€), pour tout j € [1,n], il en découle que P n’est autre que la matrice relativement a %’ et

% dans cet ordre de 'application identité de F, donc :
P =matg zldg

Notation : On note @gl la matrice de passage de & a Z'.

Proposition 2.1.5. Si &, %', %" sont des bases de E, alors on a :
1. Z2=1,
2. g% = :@@ X e@gn

3. P2, = (gzg’)_l.

Proposition 2.1.6. Si & et %’ sont deux bases de E et 2 un vecteurs de colonnes de coordonnées respectives
dans Z et ' sont X et X’ alors X = PX’ ot P = 2% est la matrice de passage de % 4 #'.

Proposition 2.1.7. Soient E et F' sont deux K—espaces vectoriels de dimensions finies non nulle p et n
respectivement. Soient & et %’ deux bases de E et € et €’ deux bases de F'. On note P = @%l et Q = @%'
les matrices de passages respectives. Pour toute application linéaire f de E vers F', si M = matg o (f) et
M’ = mate ¢ (f) alors M/ = Q- M P.

2.1.5 Matrices carrées semblables

2.1.5.1 Matrices semblables

Definition 2.1.6

Deux matrices carrées M et M’ de taille n & coefficients dans K sont semblables s’il existe une matrice
inversible P de taille n & coefficients dans K tel que M’ = P~'MP
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Proposition 2.1.8. Deux matrices A et B de M,,(K) sont semblables si et seulement si il existe deux bases
P et € d'un espace vectoriel F de dimension n et un endomorphisme u de E tel que :

matg(u) = A et maty(u) =B

On dit que A et B représentent le méme endomorphisme u dans les bases respectives % et €.

Proposition 2.1.9. Si deux matrices sont semblables elles ont méme rang, méme déterminant et méme
trace.

Attention! Deux matrices peuvent avoir méme rang, méme déterminant, méme trace sans qu’elles soient
semblables
Contre-exemple : Prenons :

1 0 O 0 0 O
A= 0 0 0 et B=]11 0 0
11 -1 1 10

On arg(A) =rg(B) =2 et det(A) = det(B) = 0 et tr(A4) = tr(B) = 0, cependant, les matrices A et B ne sont
pas semblables car, par exemple, B® = 0, mais A% # 0 car la diagonale de A% est composée de 1,0 et —1. Si A
et B étaient semblables on aurait A = PBP~! pour un P € GL, (K), par suite, on aurait A®> = 0, chose fausse.

2.1.5.2 Déterminant et trace d’un endomorphisme en dimension finie

La proposition 2.1.9 ci-dessus permet de donner la définition suivante du déterminant et la trace d’un endomor-
phisme en dimension finie.

Definition 2.1.7

Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie non nulle, et soit f un endomorphisme de E. On appelle
déterminant de f (rep. trace de f) le déterminant (resp. la trace) d’une matrice représentant f dans une
base quelconque de F

2.1.6 Rang
2.1.6.1 Définitions

Definition 2.1.8

Soit E un K—espace vectoriel et % = (u;);c; une famille de vecteurs de E. Si Vect(%) est de dimension
finie alors l'entier naturel n = dim(Vect(%)) s’appelle le rang de la famille %, noté rg (%).

Proposition 2.1.10. Soient F et F' deux K—espaces vectoriels et f € L(E, F') une application linéaire de
E vers F. Pour toute famille % = (z;);ecr de vecteurs de E, on note f(%) = (f(x;))icr- Si le rang de %
existe alors celui de f(%/) existe et on a :

rg (f(%)) <rg (%)

Preuve. Si rg (%) = 0 alors x; = 0, pour tout i € I, par suite f(xg) = 0 pour tout ¢ € I, donc f(%)
est la famille nulle indexée par I donc elle est de rang 0. Sirg (%) = r > 0. Comme r = dim(Vect(%)),
il existe une base de Vect(%)) a r vecteurs. Soit ¥ = (v1,---,v,) une telle base. Il en découle que
Vect(f(%)) = Vect(f(¥)) = Vect(f(v1),---, f(v)), donc f(¥) est une famille génératrice de Vect(f(%)
qui posséde r vecteurs donc la dimension de dim(Vect(f(%))) <r =rg (%). [ |

Definition 2.1.9

Soient E et F' deux K—espaces vectoriels et f € L(F, F) une application linéaire de E vers F. Si Im(f)
est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F', alors ’entier naturel n = dim(Im(f)) est appelé
rang de f, noté rg (f).
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Remarque. Soit f € L(E, F), alors le rang de f existe dans chacun des cas suivants :
1. Si E est de dimension finie et F' quelconque.

2. Si F est quelconque et F' de dimension finie.

Preuve.

e Si F' de dimension finie alors Im(f) est un sous-espace vectoriel de F', donc Im(f) est de dimension finie,
par suite le rang de f existe.

eSi E est de dimension finie alors si % est une famille génératrice finie de E alors Vect(f(%)) est une
famille génératrice de Im(f). Or d’aprés la proposition 2.1.10, on a rg (f(%)) existe et rg (f(%)) < rg(% ),
ce qui finit la preuve de la remarque. ]

Definition 2.1.10

Soit n,p € N* et A € M,, ,(K). On appelle rang de A le rang de I’application linéaire ¢ 4 canoniquement
associée a A. On note rg (A).

Proposition 2.1.11. Si A € M,, ,(K) de colonnes C4,--- ,C, et de lignes Lq,--- , L, alors :

I‘g(A) =1g (Cla"' 7Cp) :rg(Lla"' 7Ln)
Proposition 2.1.12. Si A € M,, ,(K); alors rg (4) = rg (*A).

Proposition 2.1.13. Si A € M,, ,(K); alors pour tout (P,Q) € GL,(K) x GL,(K), on a :

rg (A) = rg (PAQ) = 1g (PA) = rg (AQ).

Corollaire 2.1.3. Soit A € M,, ,(K). Le rang de A ne change pas par I'une des opérations suivantes :
1. L+ L;+aLj;,i#joutje[l,n] aveci#jet a € K
2. Li<aL;ouic[l,n] et a e Ket a#0.
3. Ly <> Ljoui,je[l,n] aveci#j

La méme conclusion est valables avec le opérations sur les colonnes.

2.1.6.2 Théoréme du rang

Lemme 2.1.1. F et F sont deux K—espaces vectoriels , E étant de dimension finie. Soit f € L(E, F') une
application linéaire de F vers F' et E’ un supplémentaire de ker f dans F, c’est-a-dire E = ker f & E’, alors
Papplication linéaire f': B/ — F' =Im f;z — f'(z) = f(z) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

/
Preuve. Si x € F’ tel que f/'(z) = 0 alors rek par suite x € E' Nker(f) d’ot = = 0. Ainsi f’ est
flz) =
injective.
Soit y € Im(f) donc il existe = € E tel que f(z) = y. Ecrivons 2 = 2/ + z" avec 2/ € E' et 2 € ker(f)
alors f(z) = f(z'), et comme 2’ € F', on y = f(2') = f'(2'), donc f est surjective. [ |

Remarque. I

en découle, en particulier, que ’application linéaire f: E — F;x— f(x) = f(z) est injective.

Théoréme 2.1.1. (Théoréme du rang) : E et F sont deux K—espaces vectoriels , E étant de dimension
finie. Soit f € L(E, F) une application linéaire de E vers F, alors

dim(E) = rg (f) + dim(ker f).
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Preuve. En adoptant les notations du lemme, on a rg (f) = rg (f’) . comme f’ est un isomorphisme, on
a dim(E’") = dim(Im(f)) = rg (f), donc rg (f) = dim(E’). Comme ker(f) ® E' = E, on a dim(E’') =
dim(F) — dim(ker(f)), d’o la formule du rang ci-dessus. [ |

Remarques. Les remarques suivantes sont utiles en pratique :
1. Soit f € L(E, F) avec E et F' de dimensions finies. Alors :
(a) f est injective si et seulement si rg (f) = dim(FE)
(b) f est surjective si et seulement si rg (f) = dim(F)

2. Soit n,p € N* | M € M,, ,(K) une matrice et ¢y 'application linéaire canoniquement associée a M,
alors :

(a) rg (M) = p si et seulement si p < n et @ est injective.

(b) rg (M) = n si et seulement si n < p et ) est surjective.
. Si E est un K—espace vectoriel de dimension n et f € L(FE) alors f est bijectif si et seulement sirg(f) = n.
. SineN*et Ae M,(K), alors A est inversible si et seulement si rg (4) = n.
. Si E, F, G sont des K—espaces vectoriels et f € L(F, F) et g € L(F,G) alors: rg(gof) < min(rg(f),rg(g))-
. Sin,r,pe N* alors pour tout A € M,, .(K) et tout B € M, ,(K), on a : rg (AB) < min(rg (A),rg (B)).

S U o W

2.1.6.3 Matrices équivalentes

Deux matrices 4, B € M,, ,(K) sont équivalentes si :
P € GI,(K),3Q € GL,(K), B=PAQ

La relations AZB < A et B sont équivalentes est une relation d’équivalence. Si A € M,, ,(K) tel que rg(A) = r,
alors la classe d’équivalence de A pour la relation Z est :

c(4) ={M e M, ,(K)/rg (M) =71}

En particulier :

1. Deux matrices A et B de M,,(K) sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

2. Pour toute matrice A de M,, ,(K) de rang r avec r > 0, la matrice A est équivalente a la matrice J;, ; ,
avec :

Ir Or,pfr
Inpr =
On—r,r On—r,p—r
3. Pour la relation Z, il y’a exactement m classes d’équivalence ott m = min(n, p) qui sont :

cl(0np) et cl(Jppr),r € [1,m].

Si deux matrices carrée sont semblables alors elles sont équivalentes et la réciproque est fausse.

2.1.7 Déterminant

2.1.7.1 Définition, propriétés

Definition 2.1.11

Soit n € N tel que n > 2 et E un K—espace vectoriel de dimension n. On appelle forme n—linéaire sur
E, toute application ¢ : E™ — K linéaire par rapport a chaque z; de = (z1,--- ,2,) € E™.

Proposition 2.1.14. Soit n € N tel que n > 2 et E un K—espace vectoriel de dimension n et ¢ : E™ — K
une forme n—linéaire.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour tout X = (z1,---,z,) € E™ et toute permutation o € .%,, on a ¢(X,) = &(0)p(X) ou
Xo = (To1), " »To(n)) et €(0) la signature de la permutation o.

(2) Pour tout X = (x1,--- ,z,) € E™ et toute transposition 7 € .7, on a ¢(X;) = —p(X) .
(3) Pour tout X = (z1,--- ,2,) € E™ 8l existe (i, ) € [1,n]? tel que i # j et z; = x; alors ¢(X) = 0.
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I (4) Pour toute famille X = (zy,--- ,z,) € E™ , si X est liée alors ¢(X) = 0.

Definition 2.1.12

Soit n € N tel que n > 2 et E un K—espace vectoriel de dimension n. On appelle forme n—linéaire
alternée sur E toute application n—linéaire de E™ vers K vérifiant 'une des assertions (1),(2),(3),(4) de
la proposition 2.1.14

Proposition 2.1.15. Soit n € N tel que n > 2 et E un K—espace vectoriel de dimension n. On note 7, (E)
Pensemble des formes n—linéaire alternée sur E. Alors «7,(E) est une droite vectoriel.

Proposition-Définition 2.1.2. Soit n € N tel que n > 2 et E un K—espace vectoriel de dimension n et %
une base de E ; alors il existe une et une seule forme n—linéaire alternée ¢ sur E tel que ¢(#) = 1. Cette
unique forme n—linéaire alternée est appelée déterminant par rapport & % et notée det.

Proposition 2.1.16. Soit n € N tel que n > 2 et E un K—espace vectoriel de dimension n et & = (e1,--- , e,)
une base de E . Si Z = (uy,- - ,uy,) est une famille de n vecteurs de F et si :

n
Vje[l,n], u;= Zuijei
i=1

alors

dgt(%) = Z g(G)Huiﬁ(i) = Z 6(0’)H%(j)7j

o€ S oES

2.1.7.2 Reésumé des propriétés du déterminant d’une famille de vecteurs

E est un K—espace vectoriel de dimension n (n € N*). On a les propriétés suivantes :

1. Si % est une base de E alors pour toute famille .%# de vecteurs de E, on a : detg(.#) = 0 si et seulement
si Z est liée.

2. Si & et A’ sont deux bases de E et .% une famille de vecteurs de E alors :
o\ — oz
GHF) = ags)

Preuve. Puisque les formes n—linéaires alternées forment une droite vectorielle, et que det est non
nulle, il existe A € K tel que : detggr = Adetg. En appliquant % et compte tenu de detgz (%) =
1, il vient A = detg (%), donc, pour toute famille .# de vecteurs de E, on a : detg (%)
det g (%) det (F), ce qui termine la preuve.

n
3. Soit F = (z1,--- ,x,) € E™, k€ [1,n], 2}, = xx + '21 Ajzj (ot les A j € [1,n]\{k} sont des scalaires)
j=
£k
et #' = (y1, -+ ,yn) avec
] x; si j#k
Viell,n], y;= ! o
), st j=k
alors detg (%) = detg(.F').
On exprime ¢a en disant que : Le déterminant d’une famille de vecteur ne change pas si on remplace un
vecteur par lui méme ajouté & une combinaison linéaire des autres.

4. Si on permute deux vecteurs d’une famille, le déterminant est multiplié par —1. Généralement si o € .%,
et # = (x1, -+ ,x,) € E™ alors :

dg%t(xo(l)v e 7‘r0'(n)) = 5(0) dgegt(xlv e 7xn)

ou £(0) est la signature de o.

5. Si on multiplie un vecteur par un scalaire, le déterminant de la famille obtenue est multiplié par ce
scalaire.
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2.1.7.3 Résumé concernant le déterminant des matrices carrées

1. Si A € M, (K) de colonnes Cy,---,C,, et de lignes Ly, -, L, et si on note respectivement € et £ les
bases canoniques de M,, 1(K) et M ,,(K) alors

det(A) = d(gt(Cl, e, C) = d_;t(Ll’ <o, Ly)

2. Si A= (asj)1<i,j<n € Myp(K) alors

n

det(A) = Y e(0) [[aioy = Y €0) ][] awi).s

cES =1 ceSy Jj=1

3. Pour toute A € M,,(K), on a : det(A) = det(*A)
4. Si A = (aij)i<ij<n € M, (K) alors pour tout (i,j) € [1,n]?, on a:

det(4) = (—1)"Faz, det(Ai) = Y (—1)F T ay; det(Ay;)
k=1 k=1

ol Apge est la matrice carrée de taille n — 1 obtenue aprés suppression de la ligne & et la colonne £.

Si on note
Dij = det(Ay)

et o
Ay = (1) det(Ay)

on donne les appellations suivantes :

D;; : mineur.

A;j; @ cofacteur.

On définit la comatrice de A : c’est la matrice dont le terme général est le cofacteur A;;, notée Com(A);
donc :

Com(A4) = (Aij)i<ij<n

La matrice complémentaire de A est : B
A= "Com(A)

ot

. Si A,B e M,(K).Si A~ B (A et B sont semblables) alors det(A) = det(B).

6. Pour toute A, B € M,,(K), on a : det(AB) = det(A) det(B).
En particulier : Vm € N, det(A™) = (det(A4))™.

7. Soit A € M,,(K); alors A est inversibles si et seulement si det(A) # 0, auquel cas on a :
det(A™1) = (det(A))™!
Notons que si A est inversible alors Vk € Z, det(A*) = (det(A))*.
8. Pour tout A € M,,(K) on a :
A x" (Com(A)) = “(Com(A)) x A = det(A)I,.

Autrement dit : L
Ax A=AxA=det(A)],.

9. Pour tout A € K et toute A € M,,(K), on a : det(AA) = A" det(A)

10. Siu € Z(FE) alors det(u) = det(A) ou A matrice représentant u dans une base quelconque.

2.1.7.4 Opérations sur les lignes et le colonnes
C; < C; + Y A\;C; ne change pas det(A)
i#i
C; +» C; change le signe de det(A)
C; < oC; multiplie det(A) par «

2.1.7.5 Deéterminant de matrices triangulaires par blocs
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M N
Proposition 2.1.17.Si A = est une matrice triangulaire par blocs ou M € My(K) et
0 R

R € M,(K) avec d,q € N*. alors :
det(A) = det(M) det(R).

Preuve. On écrit :

M N I; 0 M N
A= = X
0 R 0 R 0 I
et on se raméne & un cas simple qui se traite par récurrence. |
Ay
Proposition 2.1.18. Soit A = une matrice triangulaire supérieure de s blocs alors
As

det(A) = ;}i det(Ap).

Preuve. Par récurrence et d’apreés la proposition 2.1.17. |
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