QUESTIONS COURTES OU DE COURS

1. Quels sont les générateurs du groupe monogéne additif (Z, +) ?

2. Quelle est la forme générale d’un sous-groupe de (Z, +) ? (on ne demande pas

de preuve).

3. Quel est le sous-groupe de (Z, +) engendré par N?

4. On considere le groupe (Q, +) des nombres rationnels. Soit A = {3, 1}. Dé-
montrer que le sous-groupe (A) engendré par A et monogéne et préciser ses
générateurs.

5. Prouver que le groupe H = 7Z/35Z est isomorphe au groupe G = Z/5Z X
Z]TZ. Est ce que G est cyclique ? si oui quel est le nombre de ses générateurs.

6. Donner la définition de I'indicatrice d’Euler .
7. Calculer ¢(2200).
8. Soit (A, 4+, x) un anneau commutatif intégre. Donner la définition d’un élé-

ment irréductible de (A, +, x).
PROBLEME 1

Partie 1 : Anneaux Z[/n]

Soit n un entier naturel qui n’est pas le carré d’un entier. On désigne par Z[y/n]
'ensemble des réels de la forme a + by/n, ol a et b sont des entiers relatifs quel-
conques.

1. (a) Démontrer que v/n € Q.
(b) Montrer que application de Z? dans Z[y/n| définie par (a,b) — a+by/n
est bijective.

2. Montrer que Z[y/n] est un sous-anneau de R.
On rappelle que % (Z[\/n]) est 'ensemble des inversibles de Z[\/n] et que
c’est un groupe pour la multiplication.

3. L’anneau Z[\/n] est-il intégre ?

4. Montrer que 'application

27 — ZlyA
r=a+b/n — P(r)=a—byn

est un morphisme d’anneau involutif de Z[/n].

(DI

Rappel :
un morphisme © d’un anneau (R, +, X) vers (R, 4, x) est dit involutif lorsque
©oB = IdR



5. Pour tout élément = de Z[/n], on considére le produit N(z) = z(x).
(a) Montrer que : VY € Z[\/n], N(z)=0<z=0.
(b) Montrer que V(z,y) € Z[\/n]?>, N(zy) = N(z)N(y).

6. Montrer qu'un élément z de Z[/n] est inversible dans Z[y/n] si et seulement
si |N(x)| = 1.

Partie 2 : Anneau Z[/5]

On rappelle ce qui suit :

— On dit que deux éléments z et y de Z[+/5] sont associés si et seulement si
Je € % (Z|VE]), y=en.

— Si x € Z[\/5] alors x est irréductible si et seulement si  n’est pas inversible
et les seuls diviseurs de z sont les inversibles de Z[v/5] et les associés de @

dans Z[v/5].

1. Soit x € Z[+/5] un élément non inversible. Démontrer que z est irréductible
dans Z[/5] si et seulement si :

Vy,z € ZV5|, yr=x=yc % (Z[5]) ou ze%(ZV5]).

2. (
(

3. (
(
(¢) En déduire que I'élément 2 est irréductible dans I'anneau Z[v/5].

4. Soit I 'ensemble des éléments x = a + b\/5 de Z[v/5] tels que les entiers a et
b soient de méme parité. Démontrer que I est un idéal de 'anneau Z[v/5].

5. On suppose que l'idéal I est engendré par un élément x.

(a) Montrer qu’il existe des éléments y et z de Z[v/5] tels que 2 = xy et
14+5 = zz.

(b) Trouver une contradiction.

(¢) Que peut-on dire de 'anneau Z[v/5].



PROBLEME 2

Notations et rappels :

Dans tout ce probléeme :

o K désigne I'un des corps R ou C.

e I/ est un K-espace vectoriel de dimension n avec n > 1.

e Id désigne 'application identique de E et 0 'application de E vers E identique-

’ NERE . Id(.%') =T
ment nulle, ¢’est-a-dire que : Vo € E, { 0(z) = 0
ey € L(F) un endomorphisme de E.
u’ =1d

e Pour m € N, on définit u™ par : { , donc si m € N*

Vm € N,u™! = u™ou
alors u™ =yo---ou,

m fois
e Un projecteur de E est un endomorphisme u € L(E) tel que u? = w.

Partie I : Noyaux itérés, endomorphisme nilpotent

Pour tout £ € N, on note N, = ker (uk> et I, = Im uF.

Ny C Nit1
LypnC Ly
2. Démontrer que : Vm € N* N,,, = N1 < Iy, = L.

1. Prouver que : Vk € N, {

3. Soit m € N* tel que N,,, = N,,,+1. Démontrer que :

\V/]{IEN*,k’ZmiNkZNm et I, =1,

4. Démontrer que dm € N*, N, = N,,;1. On définit alors I'entier naturel

m(u) = min{m € N*/N,, = Np,11}

5. (a) Calculer w(Id) et m(0).

(b) Soit f un isomorphisme de E, calculer m(f).
(c) Soit f un projecteur de E. Calculer m(f).

6. Démontrer que si p = m(u) alors ker (u”) & Im (u?) = E.

7. On dit que w est nilpotent s'il existe & € N* tel que u* = . Si c’est le cas
Pentier naturel v(u) = min {k € N*/u* = §} s’appelle I'indice de nilpotence
de u. On suppose dans cette question que u est nilpotent d’indice de nilpotence
P.

(a) Donne 7(u) en fonction de p.



(b) Démontrer qu’il existe z € E tel que la famille # = (2, u(z),...,u’(z))
est libre.

(c¢) En déduire que p < n.

(d) Prouver que pour tout endomorphisme f € L(FE), on a f est nilpotent si
et seulement si f" = 6.

Partie 2 : Exemple dans R?

On suppose dans cette partie que £ = R3 et on note & = (ey, e9,e3) la base
canonique de R3. Soit u € L(IR?) tel que :

x r—y
VX =y | eRuX)=| o +y+22
z 20 —y + 2

On note A = mgat(u) la matrice de u relativement & &.

1. Déterminer A puis calculer rg(A) et rg (A?).

2. Déterminer Nj = ker u* et I}, = Imu*, pour tout k € {1,2,3}.
3. En déduire m(u). On note alors p = 7(u).

4. Vérifier qu'on a effectivement ker v @ Imu? = F.

w1 =€1+€2+2€3
5. On considére les vecteurs : ¢ ws = e — ey +e3 , et on note :
wg = e + e — e3

F = Vect (w1, ws) et G = Vect (ws).

(a) Prouver que Q = (wy, ws,ws) est une base de E.

(b) Montrer que Imu = F et keru = G. En déduire que 'on a :

uw(F)CF et u(G)CG

(c) Démontrer que application g : F' — F;x +— g(z) = u(x) est un isomor-
phisme de F' et calculer la matrice A; = maty(g), ot ¥ = (w1, ws).
(d) Calculer A" = maty (u) ou # = (w1, ws, ws).

AB = BA
(e) Trouver une matrice B € M3(R) tel que : (x){ A’B = A
B?A=B

(f) Démontrer que B vérifiant les conditions (%) est unique.

6. Démontrer que Imwu = ker (u2 —3u+6 Id)



