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Dans tout ce probléme :

— n et N sont deux entiers naturels non nuls.
— F est 'espace vectoriel C.

— L(F) est l'algébre des endomorphismes de ’espace vectoriel E. On note 0 'endomorphisme nul et e
I’endomorphisme identité.

— C[X] est lalgébre des polynomes a coefficients dans C. C,,[X] est le sous-espace vectoriel de C[X]
constitué des polyndémes de degré inférieur ou égal a n.

‘ n
— Etant donné f € L(E) et P = 3 axX* on désigne par Sp(f) 'ensemble des valeurs propres de f. par
k=0
n

R(f) lensemble {g € L(E) | g> = f} et par P(f) I'endomorphisme de E définie par P(f) = > aj-f*
k=0
(avec la convention f0 = e).

— F et G étant deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, on appelle projecteur sur F' paral-
lelement a G, 'endomorphisme prq, de E tel que :

V(z,y) € F xG pralz+y) =x.

— On notera N,, 'ensemble {1,2,...,n}.

Partie I

Soit f un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe (a,b) € C? et deux endomorphismes non nuls p
et ¢ de E tels que :
e=p+q
aFbet f=a-p+b-q
fP=a® p+b*-q.
1. Calculer (f —a-e)o(f —b-e). En déduire que f est diagonalisable.
2. a. Etablir que : pog=gop=0et p> =pet ¢®> =q.
b. Montrer : Sp(f) = {a, b}.
¢. On suppose que ab # 0. Démontrer que f est bijective et que :

YmeZ, fm=a"-p+b"-q.

3. Démontrer que p est le projecteur sur Ker(f — a - e) parallélement & Ker (f —b-e) et que g est le
projecteur sur Ker(f — b - e) parallelement a Ker(f —a - e).

4. Onpose F={z-p+y-q|(z,y) € C*}.
(a) Démontrer que F' est une sous-algébre de £(E) et en donner la dimension.

(b) Déterminer les projecteurs qui sont éléments de F.
(c) Determiner R(f) N F.
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5. Exemple : Onpose A= |1 2 1|etJ=1|1 1 1
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(a) Calculer J™ pour m € N. En déduire A™ en fonction de I et J.
(b) Démontrer qu'il existe (a,b) € C2 et (B, C) € (M3(C))? tel que :

VmeN A" =a"B+b"C.

(c) Déterminer en fonction de B et C' quatre matrices M telles que M? = A.

Partie II

Soit p1,p2,...,p2, n endomorphismes non nuls de F,
x1,x2,...,Tn, n nombres complexes distincts,
et f un endomorphisme de E tel que :

n
YmeN [fm= Z:E?pk
k=1

1. Montrer que VP € C[X],

n

P(f) = > Pax)pr

k=1
2. On pose
n HZ
II= X - t V2 e N, I, = X — t Ly =
Hoxmmgermerotion I1 6ot
k#£L

(a) Calculer II(f). Qu’en déduit-on pour f?
(b) Montrer : Vk € N,, pr = Li(f).
Vérifier que :

2 . 0sik 75 E,
Wit pop={ 0087E
(c) Démontrer que :
Sp(f) = {z1,22,...,2n}

3. Démontrer que pour k € N,,, pi, est le projecteur sur Ker (f — xj, - €) parallelement a Vi, = P

4. On désigne par F' le sous-espace vectoriel de L(F) engendré par {pi,p2, ..

(a) Quelle est la dimension de F'?
(b) Déterminer le nombre d’éléments de R(f) N F.
(c) Quels sont les projecteurs qui sont déments de F ?

. apn}'

|On précisera le nombre de ces projecteurs et les éléments caractéristiques de chaque projecteur. |

5. On suppose n = N.
(a) Démontrer que (Vg € L(FE)), gof=fog&sgeF.
(b) Déterminer le nombre d’¢léments de R(f).

6. Soit h un endomorphisme diagonalisable de F tel que :

Sp(h) = {x1,z2,..., 25} .

Démontrer qu’il existe n endomorphismes non nuls de FE, q1,qo,...

n
> TR k-
h=1

,qn tel que Ym € N p™
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7. Exemple : On considére la matrice: A= 1 0 -1
-1 1 0

(a) Déterminer les valeurs propres x1,x2 et 3 de A tel que x1 < x9 < x3.
(b) Calculer Ly, Lo, L3 et les coefficients des matrices :

Al = Ll (A) A2 = LQ(A) et A3 = Lg(A)

¢) Déterminer en fonction de A;, Ay et As toutes les matrices M € M3(C) telles que M? = A.
(c) q

Partie III
Soit u un endomorphisme u de E tel que :

u" =0ect u"t£0.

1. (a) Démontrer qu’il existe € E tel que la famille (z,u(x), u*(z),...,u" " (z)) soit libre.
(b) Soit P € C[X]. Etablir que (P(u) = 0 < X" divise P).
. _ N+1
(c) Démontrer que : R(u) # & = n < 5.
2. (a) Déterminer une suite de nombres réels (ax),cy tel que, pour tout n € N, le développement

limité d’ordre n, au voisinage de 0 de la fonction x — /1 4+ x est

Vitz= Zakxk + o(x").

k=0

n—1

(b) On pose : P, = 3 apX*. Démontrer que X" divise P? — X — 1. On prend dans la suite du

k=0
X
Qn,w = WPn <2>
w

probléme w € C* et on pose :
3. (a) Démontrer que 'ensemble des polynomes Q de C,_1[X] tels que X™ divise le polynéme Q2 —
X — w? est {Qnw, —Qnw}-
(b) Etablir que R (u+w?-¢) # @
4. On suppose que n = N et on prend = € E tel que la famille (z,u(z),v*(x),...,u" ' (z)) soit libre.
On suppose que g € R(u+ w? - e).
(a) Démontrer que g commute avec u.
(b) Prouver qu’il existe P € C,,_1[X] tel que g(x) = P(u)(z). Etablir que g = P(u).
(c) Démontrer que : R (u+ w? - €) = {Qp.w(u), —Qn.w(u)}.
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5. Application : Soit la matrice A = 02 1 0
00 21

Déterminer toutes les matrices M telles que M? = A.

6. On suppose que n > 2 et que R(u) # &. Démontrer que R(u) posséde une infinité d’éléments.

0
7. Soit A=1(1
0

o O O

0
0
0



(a) Déterminer les matrices qui commutent avec A.
(b) Déterminer toutes les matrices M € M3(C) telles que M? = A.

Partie IV

Soit f € L(E). Le polynoéme caractéristique de f s’écrit

n
SICEE

oll x1,%2,...,%Ty sont les valeurs propres distinctes de f et ai,as,...,q, leurs ordres de multiplicité
respectifs. On pose Ejy, = Ker((f — zj - €)?*) et on rappelle que @ E,=F.
~—~

1<k<n

1. (a) Démontrer qu’il existe un unique polynéme ®, de coefficient de plus haut degré égal a 1 tel
que :

{PeClX]| P(f) =0} ={2;Q | Q € C[X]}.

(b) Démontrer que ®, s’écrit :

n
H —xk avec VkeN, 1<pb. <ai

2. Soit g un endomorphisme de E tel que g?> = f. Montrer :

Vk € Nn g (Ek) C Ep-

3. Etablir :
(a) [x1=0et B > 2H] = R(f) = 2.
(b) 0 ¢ Sp(f) = R(f) # 2.

(c) Démontrer que dans le cas ot 21 =0 et a; > 2 :0n a

(R(f) = @) ou (Q(f) posséde une infinité d’éléments )
4. On suppose que :
VkEeN, o= ﬁk

(a) Démontrer que si 0 ¢ Sp(f) alors card(R(f)) = 2".
(b) On suppose 71 = 0 et a1 = 1. Démontrer que card(R(f)) = 2"~ 1.



