Une proposition de corrigé pour le devoir
surveillé numeéro 1

PARTIE 1

I.1.a)| Pour tout & € {1,2}, comme (u(b),by) est liée et b, # 0, il existe
Ar € K tel que u(by) = A\gbg. Ainsi u(by) = A1by et u(bg) = Agbo.

I.1.b)|On a b = by + by # 0 et la famille (u(b),b) est liée, donc il existe A € K
tel que u(b) = Ab, donc Ab = by + Abs = u(b) = u(by) + u(be) = A1by + Aabo,
donc \{ = Ay = A\.

I.1.c)| Soit z € F tel que x = x1b1 + x2by, donc

u(z) = z1u(by) + zou(be) = 1Ay + oAby = A(x1b1 + x2by) = Az,
donc Vz € E,u(x) = Az, donc u = A\Id est 'homothétie de rapport A.
Posons e; = e et e; = u(e), alors & = (eq, e2) est une base de E et comme
u(e1) = ey alors si on pose u(es) = aey +beg, on a A = m(gt(u) = < 0 a ) Par

1 b
: T =tr(u) =tr(A) =b (0 =6
ailleurs, on a { 5 — det(u) = det(A) = —a ° donc A = L

I.2.b)| Soit M € M3(K) et u I'endomorphisme canoniquement associé a M,
alors

t=tr(M)=tr(u) et d=det(M)=det(u).
e Si M n’est pas scalaire alors v n’est pas une homothétie, donc d’apres la ques-
tion I.1), il existe au moins un vecteur e € FE tel que la famille & = (e, u(e)) est
libre, donc & est une base de E. En vertu de la question I.2.a), on a la matrice

0 —d ,
1 ),doncMNM.

e Conclusion : Si M est une matrice non scalaire de My (K) alors M est sem-

blables a la matrice M’ = ( (1) _td ) ol d = det(M) et t = tr(M).

de u relativement a & est M' = <

I.2.c) | M; et M, sont non scalaires, donc d’apres la question I1.2.b) ci-dessus on
0 —dp
1t

a My ~ Mj et My ~ M avec M| = ( ) et di = det(My) et t, = tr(My),

pour tout k € {1,2}.

e Si My ~ M, alors tr(M) = tr(Ms) et det(My) = det(Ms).

o Si tr(M;) = tr(Ms) et det(M;) = det(My) alors M| = M, donc M et M, sont
semblables.



e Conclusion : Deux matrices non scalaires M; et My de Mo(K) sont semblables
si et seulement si elles ont méme trace et méme déterminant.

e Soit My = M\ Iy et My = A9l5 deux matrices scalaires semblables alors il existe
P e G’LQ(K) tel que My = P_lMlp, donc \oly = My = P_1(>\1[2)P:)\1]2, par
suite \; = A9 donc M; = M,. Ainsi on a la conclusion suivante :

e Deux matrices scalaires sont semblables si et seulement si elles sont égales.

1.2.d)

(i) |On a A et B sont des matrices triangulaires supérieures donc pour chacune
d’elles la trace est la somme des coefficients diagonaux, et le determinant est le
produit des coefficients diagonaux, donc :

tr(A) =tr(B) =0 et det(A)=det(B)=0.

Les matrices A et B ne sont pas scalaires car, pour chacune d’elles, le coefficient
non diagonal de la ligne 1 et la colonne 3 vaut 1 donc il est non nul.
(ii)|On arg (A) = 1 et rg (B) = 2, donc A et B ne sont pas semblables car

rg (4) # 15 (B).

I.2.e) | On considere les matrices par bloc :

0010
A0 0 B 0

I _ _ LR —

A‘(oo)‘ 0 ’B_<o 0)_

0

On a tr(A") = tr(B’) = 0 et det(A’) = det(B’) = 0 mais A’ et B’ ne sont pas
semblables car rg (A") = 1 et rg (B’) = 2 donc rg (A) # rg (B’).

o O O
o O O
o O O
S O O O
SO O
SO = =
S O O O

21+ 29 =38
2122 =P
les couples (z1,22) de nombres complexes tel que z; et 2z sont les racines du
trinome X2 — sX + p, lequel en admet deux distinctes si s> — 4p # 0 et une
double si s> — 4p = 0, ainsi :

[(0Si s>—4p # 0 alors 'ensemble des solutions du systéme (1) est {(A1, A2), (X2, A1)}
oll \; et Ay sont les racines de X? — sX + p, plus explicitement \; = S%d et
)\gz%ioﬁd2=s2—4p.

0Si s? — 4p = 0 alors I’ensemble des solutions du systeme (1) est S = {(z, 2)}
5 est la racine double du trinome X 2 _sX +p.
[0 Conclusion : Il découle que ce qui précede que :

[0 Le systeme (1) admet toujours des solutions, au maximum deux.

admet a toujours des solutions et qui sont

I.3.a) | Le systeme {

ou z =

O Le systéme (1) admet une solution unique si et seulement si s> = 4p.

I.3.b) | On va discuter les cas :

A0

0 A) pour un A € C, donc de

[IPremier cas : Si A est scalaire alors A = (

2



la forme (1) avec Ay = Ay = A.
[ODeuxiéme cas : Si A n’est pas scalaires alors, posons s = tr(A) et p = det(A).

On sait que le systeme { ?; Z2p: ® admet des solutions et que :
122 =
[0Si s> # 4p il admet une solution (Ag, X2) tel que A\; # Xo. Il en découle
A1

que la matrice A" = est non scalaire, et comme tr(A) = tr(A’) et

0 X
det(A) = det(A’) ,on a A~ A’ c’est le type (1) ci-dessus.
0Si s* = 4p alors la seule solution du systéme est (A, \) avec A = 5. La matrice
Al
n __
= (0
donc A et A” sont semblables et on voit que A” est du type (2) ci-dessus.

est non scalaire et réalise tr(A) = tr(A”) et det(A) = det(A"),

I.3.c)| On a vu dans la question I.3.b) que pour que A soit semblable & une

matrice de la forme 6\ i\ ), X € C, il faut et il suffit que ¢ = 4d. C’est donc

la condition demandée. Si cette condition est réalisée alors

AN(A 1> avec )\:E:tr(A)-

0 A 2 2

0 A 0 A
laires et ont méme trace 2\ et méme determinant A%, donc, en vertu de la
question I.2.c), elles sont semblables.

I.3.d)| Comme p # 0 les deux matrices ( A p ) et ( Al ) sont non sca-

I.4.a) | Soit A un commutateur de GL5(C), donc
A=UVU 'V avec U,V € GLy(C).
Soit U’ = PUP~' et V' = PV P~ alors
uv'utv'tt = PUPT'PVPTIPUTIPTIPYVTIPT
= pUVU 'V P!
= PAP.
Il en découle que PAP™! est un commutateur de GLy(C).

1.4.b) OnaU:<(1)_01),V:(?é>,donc
0 —1 0 i 0 1 0 —i
uvuTivet = (1 O)(i 0)(—1 0)(—@ 0)
01)(0 1)(0 1)
10 10 10
1
0




En conclusion, pour U = < (1) _01 ), V = ( (3 (Z) ), ona UVU WV =],

Cela montre en particulier que —I5 est un commutateur.

a O 1 b a’t 0 b+1 —b
I.4.c) OnaX(b):(Oa_1><1b+1)(O a><—1 1).Ilen

découle que

a ab ab+a !l —ba!
X(b) = ( al ab+a! ) ( —a a
B b+1—a?b a’b—b
- L O+D(@*-1) b+1—a"2

Il en découle que

tr(X (b)) = 2b+ 2 — b(a* + a~?),

et sous une autre forme

2 _ 1 2
tr(X (b)) =2 —b (a ) .
a
[La matrice X (b) est non scalaire car si b # 0 alors le coefficient non diagonal
a’b — b = b(a® — 1) est non nul, et si b = 0, alors

x0=x0=( .0, 7).

et a®> — 1 # 0. On remarque d’apres sa forme initiale que X (b) est un commu-
tateur, donc det(X (b)) = 1 en particulier on a det(X (b)) = det(A4). Comme
A est aussi non scalaire, on a A et X(b) sont semblables si et seulement si
tr(X (b)) = tr(A) si et seulement si

b= (2 — tr(A)) (a;”_ 1>2.

En choisissant cette valeur pour b on a bien A ~ X (b) car les deux sont non
scalaires et ont méme trace et méme determinant.

I.4.d)| Soit A € M,(C).

[OSupposons que (i) det(A) = 1.

[ Premier cas : Si A = I, alors A est un commutateur car A = UVU1V1
pour U =V = I,

[ Deuxiéme cas : Si A = —I,, la question I.4.b) montre que A = UVU V!
pour les matrices U et V proposées dans cette question.

[ Troisieme cas : A # I, et A # —1I,, alors A n’est pas scalaire car si A était
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scalaire de la forme Ay, on aurait 1 = det(A) = A2, donc A = £1 et on au-
rait A = £, ce qui n’est pas le cas. D’apres I.4.c) on a A ~ X(b) pour
b= (2—tr(A4)) (ﬁy et on a déja remarqué que X (b) est un commutateur
et comme il existe P € GLy(C) tel que A = PX(b)P~!, on a en vertu de la
question I.4.a), A est aussi un commutateur. On a ainsi prouvé que (i) = (ii).
OSupposons réciproquement qu'on a (i) : A = UVU VL avec U,V € GLy(C),
alors

det(A) = det(U) det(V) det(U 1) det(V 1) = 1.

On a ainsi prouvé que (i) < (ii).

I.5.a) | Soit A € M5(C), on va prouver que

A=PSP' avec P GLy(C) et S€SC).

[ Premier cas : Si A est scalaire, A = Al avec A € C, alors S = A et P =1,
conviennent.
[0 Deuxieme cas : A n’est pas scalaire, d’apres 1.3.b) on a A est semblable a une

des deux matrices soit A0 avec A\, Ay € C et A\ # )Xo, soit Al
0 Ao 0 A\

avec A € C. On va examiner chacun des cas cités :

) (M
eSi A~ S avec S = 0 M

P € GL,(C) tel que A = PSP71 il est clair que S est symétrique, ce qui
termine I’étude de ce cas.

: Al .
oSiA~T = avec A € C, comme T et non scalaire et que

0 A
o A+i 1
s=(ML)

sont des matrices non scalaires et que

avec A\, Ay € C et \{ # )y, alors il existe

tr(T) = tr(S) = 2\ et det(T) = det(S) = \?,

onaTl ~ S, donc A ~ S, donc il existe P € GL,(C) tel que A = PSP ! et
comme S est symétrique, on a bien la conclusion désirée.

I.5.b) | On a vu dans la question I.5.b) que

A=PSP avec S€&(C) et PeGLy(C).
Alors, on peut écrire :

A=PSP" (PP 1=59,



avec

S;=PSP" et Sy=(P") P
On a 57 et Sy symétriques et S est inversible, qu’on confirme par les vérifica-
tions suivantes :

e 5] est symétrique car : S; = (PSP")' = (P")'STPT = PSP" = 3,
e 55 est symétrique car
Sy = (PH)'PTHT
= (PH(PHH =@ e
= (P 'Pt=2,.

e S, est inversible car P est inversible, donc P' aussi.

H un sous-groupe normal de SL(2,C) tel que A € H et A # +15. Il en
découle que A n’est pas scalaire car si elle était scalaire elle serait confondue
avec Iy ou —I5, ce qui n’est pas le cas. D’apres la question 1.3.b), on peut dire

que A est semblable & I'un des matrices A" = ( )(\)1 )(\) ) avec A\, Ay € C et
2
" Al
Al #£ X ou A" = 0 ) avec A € C.
eSi A~ A alors M\ =1 et A\ # Ay, donc en notant o = A1, on a

ANX():(())\)\(zl) et )\2#1,

donc il existe P € GLy(C) tel que Xg = PAP~!. Comme det(P) € C*, il
existe § € C* tel que 62 = det(P), soit alors P = <P, alors det(P)=1etona
Xy = PAP ! et comme H est normal dans SL(2,C) et A € H et P € SL(2,C),
ona Xy€ H.

eSi A~ A", comme det(A) =1,ona X =1,donc A =1ou = —1.

OSiA=1, alors A ~ X; = ( (1) 1 ), donc X; = PAP! avec P € GL(2,0C),

on construit P comme ci-dessus, donc X, = PAP! et comme A € H et H est
un sous-groupe normal de SL(2,C) et P € SL(2,C), on a X; € H.
OSi A= —1alors A ~ X, = (_01 _11 ) On a X7 = (é _12 ) D’apres la
question 1.3.d), on a X; ~ X2, donc A? ~ X, donc il existe P € GL(2,C)
tel que X; = PA?P~! on construit P comme ci-dessus, donc X; = PA2P~! et
comme A € H et H un sous-groupe de SL(2,C), on a A*> € H et comme H est
un sous-groupe normal de SL(2,C) et P € SL(2,C), on a X; € H.
[1 Conclusion : on a démontré que H contient I’'une des matrices

X0—<O )\_1> avec A€C" et A #1 ou Xl—(o 1).
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1.6.b) OnaZ(c):(Z —;)((1) 1)(_“6 Z)(é _11>,donc
zo=(0aie) (L)

2

l—ac ac—c

final Z(c) =
et finalement Z(c) < 2 241+ ac
car le coefficient —c? est non nul puisque ¢ # 0. On a t = tr(Z(c)) = ¢ + 2 et

d =det(Z(c)) =1 car Z(c) est un commutateur. Il en découle que

2 —4d=(*+2% —4=3F+4)#0

) . La matrice Z(c) n’est pas scalaire

(donné par 1’énoncé). Il en découle en utilisant la question 1.3.b) et I.3.c) que

Z(C)N()E)l >(\)2> avec A, A €C et A\ # Ao,

[0 Déduction : On a vu dans la question I.6.a) que Xy € H ou X; € H. Pour
démontrer que Xy € H a toujours lieu, il suffit de prouver que

X1 € H=X,€H.
Onna Z(c) = QX1Q 1 X, avec

a —c 11 1 —1
o= ( ) @ xm-(BY) @ (1),

Ona X; € Het Qe SL(2,C) car det(Q) = a® +¢* = 1 et on a aussi Xy € H
car Xo = X; !, donc au final Z(c) € H. Si on choisit a et c tel que a®> +c? =1
et c?(c® +4) # 0, chose possible en prenant par exemple a = V2 et ¢ =i, on
vient de voir alors que Z(c) ~ X

Comme en haut on écrit Xg = PZ(c)P~! avec P € GL(2,C) et on considere
§ € C tel que 6% = det(P) en suite P = $P alors X, = PZ(c)P~! et comme
Z(c) € H on déduit que X, € H.

On a donc prouvé que X; € H = Xy € H, donc on a toujours

A0
XQ—(O )\_1>EH,

pour un certain A € C* tel que \? # 1.

I.6.c) |Si H est un sous-groupe normal de SL(2, C) tel qu’il existe A € SL(2, C)
tel que A € H et A £ +15. On vient de prouver qu’il existe a € C* tel que

9 (a0

a#letX0—<0a
on a X(b) € H ou
a 0 1 b a0 b+1 —b

X(b)_<0 a—1><1 b+1)( 0 a)( —1 1)

7
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1 b

car H est normal dans SL(2,C) et la matrice QQ = ( 1 b1

) € SL(2,C)

et on a la relation ( bjll _1b > = Q7 !, or si M est une matrice de SL(2,C)

tel que M # =4I, alors il existe b € C tel que M ~ X(b), donc il existe
P € GL(2,C) tel que M = PX(b)P~!, en utilisant P = 1P avec 6> = det(P),
ona M = PX(b)P!, avec P € SL(2,C) et comme H est normal dans SL(2, C)
on a M € H et on vient de prouver que SL(2,C)\{£l,} C H, or I, € H car
c’est I’élément neutre et on a aussi —I, € H car comme A # 415 on a aussi

~A€SL(2,C) et —A#=%D,

donc —A € H, donc le produit A x (—A) € H et alors —I, € H et conclusion
H =SL(2,C).
On résume par la synthese ci-dessous :

OSYNTHESE :
Soit H un sous-groupe de SL(2, C) normal dans SL(2, C).
e Si H comprend un élément A différent de +15, on a prouvé que H = SL(2,C).

e Sinon alors H C {—1I5, 5} donc {l,} C H C {—1I5, I} donc H = {I,} ou
H = {—1I,,1,} or ces derniers sont des sous-groupes normaux de SL(2, C).
[0 Conclusion : Les seuls sous-groupes normaux de SL(2,C) sont :

SL(Q,C),{IQ} et {—IQ,IQ}.

I.7.a)|Ona P =P +iP et M' = P'MP donc PM' = MP, donc

(PLM') + i(PM') = (MP)) +i(MP)

P M = MP
P,M' = MPy -

I.7.b)| Notons C1, Cy les colonnes de Py et Dy, Dj celles de Ps, alors :

et comme il s’agit de matrices réelles on a {

f(t) = det(01 + tDl, 02 + th)
= det(Cy, Cy) + t(det(Cy, Dy) + det(Dy, Cy)) + t* det(Dy, Ds)
= det(Py) + Mt + t? det(P,)

avec A = det(Cy, Do) + det(Dy, Cs).

I.7.c)| Le polynome L = det(P3)X? + AX + det(P;) est non nul car

L(i) = f(i) = det(P) # 0.
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I.7.d) | Comme L € C[X] est un polynéme non nul, ’ensemble des racines de L
est fini(et peut étre vide), donc {t € R/P(t) # 0} est non vide car R est infini,
donc il existe ty € R tel que f(ty) # 0. On pose Q = Py + toPs.

PM' = MP, L1 PM' = MP
I.7.e)| De { P — MP, on déduit { to PM = toM Py
membre & membre, on déduit (P, +tgPo) M’ = M (P, +tyP;), donc QM' = MQ
et finalement M’ = Q- 'MQ.

I.7.f)| On vient de prouver que si deux matrices M et M’ de Ms(R) sont
semblables dans M (C) alors elles sont semblables dans M (R).

et par sommation

I.8)| Si A € My(R) alors A € My(C), donc d’apres la question 1.3.b) on a :

Al O A1
AN(O >\2> ou A“’(o A)

AL, €C AeC

: Al
[Si A ~ ( 0 )
sont réelles semblables dans My (C) donc elles sont semblables dans M (R).

0Si A ~ (Al 0 ) avec \1, Ay € C alors :

) avec A € C, alors 2\ = tr(A) donc A € R et les matrices

0 Ao
[0Si A1, A2 € R c’est terminé car les matrices sont aussi semblables dans Ms(R).
[JSinon comme A\ Ay = det(A) et Ay + Ay = tr(A) alors A\; et Ay sont les racines
du polynome X2 —tr(A)X +det(A4) = 0 donc elles sont conjuguées donc il existe
w € C\R tel que A\; = w et Ay = . Si on pose w = a + bi avec a,b € R alors la

matrice M = ( Z _ab ) est dans M (C) non scalaire et

tr(M) = 2a = A\ + Ay = tr(4)

det(M) = a? + b* = Ay = det(A)
et comme A n’est pas scalaire et M non plus on a A ~ M dans My(C) et
comme elles sont réelles elles sont semblables aussi dans Mj(R).

[0 Conclusion : Toute matrice A € M3(IR) est semblable & une matrice ayant
I'une des formes suivantes :

(503 2) wessanasen o
2

I.9.a) | On a A # +1,. En reprenant le méme raisonnement que dans la question
I.4.c) on trouve que A ~ X (b) pour un certain couple b € R tel que :

b= (2 — tr(A)) (aQ‘L_ 1>2.
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Or X (b) est un commutateur dans en vertu du résultat de la question I.4.a),
valable aussi dans les cas K = R, la matrice A est un commutateur de SL(2,R),
donc il existe U,V € SL(2,R) tel que A=UVU V1

Par ailleurs si A = I, alors A=UVU 'V powr U=V = L.

Il en découle que VA € SL(2, R)\{—1},3U,V € SL(2,R) tel que A = UVU V1,

1.9.b)|On a UV = —VU, donc U = —VUV !, donc

tr(U) = —tr(VUV ™Y = —tx(U),

donc 2tr(U) = 0 et finalement tr(U) = 0. La matrice U ne peut étre scalaire
car sinon elle serai nulle donc elle est non scalaire et det(U) = 1 et tr(U) = 0,

tout comme J = ( (1) _01 ) car tr(J) = 0 et det(J) = 1, donc U ~ J.
oIl existe donc P € GL(2,R) tel que U = P~1JP. Comme UV = —VU, on
peut dire que si on pose V' = PVP~! ona JV' = —V'J. Posons V' = ( @ ¢ )

b d
avec a,b,c,d € R, de JV' = —V'J on déduit que
b —d\_ (¢ —a
a ¢ ) d —b )’

donc —a =d et b=c donc V' = <Z _ba),donc

det(V) = det(V’) = —(a®> + ¥*) <0,
donc V ¢ SL(2,R).

e On vient de prouver que —Is n’est pas un commutateur car sinon on aurait la
relation —I, = UVU V! avec U,V € SLy(R), ce qui fait VU = —UV, chose
impossible d’apres ce qui précede.

e Fin terme de syntheése on a prouvé que I’ensemble des commutateurs de SL(2, R)
c’est SL(2, R)\{—1>}. Donc :

{ABA'B7'/A, B € SL(2,R)} = SL(2,R)\{—I5}.

I.10.a) On a A = 55 < AS;l =5 & A(Tl + ZTQ) = T1, + ZT2, <~
AT, =T AT, =T

{ ATy =T} NAT, = AT}

et par sommation terme a terme A(7T} + A13) = 1] + A\T5. L’application

g: A — det(T1 + )\TQ)

. Il en découle que pour tout nombre complexe A, on a {

est polynomiale non nulle car g(i) = det(Ss) # 0, donc ’ensemble des racines
de 'équation g(t) = 0,¢ € R est fini, donc il existe au moins un réel A tel que
g(A\) # 0, c’est-a-dire la matrice T} + AT3 est inversible.
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1.10.b) | Pour le réel A trouvé ci-dessus, on a A(Ty + \Ty) = 1] + AT}, donc en
posant S} = T{+ Ty et Sy = (T1+MT3) ! on a A = S]S} et comme Ty, Ty, T}, Ty
sont symétriques on a S] et S5 sont symétriques réelle et bien entendu la matrice
S} est inversible car c’est 'inverse d’une matrice inversible.

I.11.a)| H est un sous-groupe normal de SL(2,R) tel que’il existe A € H avec
A # +1,. D’apres la question 1.8) la matrice A satisfait 'une des conditions de
similitude suivantes dans GL(2,R) :

A0
0 Ao
cas MAy = 1 et comme A # +1;, on a Ay = )\1_1 et A2 # 1, donc en posant
A=A,ona A~ X)= (3 )\91
donc il existe P € GL(2,R). tel que Xq = PAP .

0 Si det(P) > 0, on pose § = /det(P) et P’ = P, alors P’ € SL(2,R) et on a
toujours Xg = P’AP'"1, et comme H est normal dans SL(2,R), on a X, € H.
[0Si det(P) < 0, on note u ’endomorphisme canoniquement associé a A et
2 = (w1,ws) la matrice de passage de A a Xy, on considere ¥ = (w],w}) tel
que w] = —w; et why = wo, alors u(w;) = Iwi, u(ws) = X lwy, ce qui fournit
aussi u(w]) = I}, u(wh) = A71w), donc maty (u) = X, par ailleurs la matrice
de passage de la base canonique & a ¥ est P, = 77@1/ = PP = PQ avec

Q= ( _()1 (1) >’ donc det(P) = det(P)det(Q)) = —det(P) > 0 et on termine

[Soit A est semblable a une matrice de la forme : Xy = ( ) dans notre

), cette similitude ayant lieu dans GL(2,R),

comme ci-dessus en utilisant d; = \/m .

[0Soit A est semblables a une matrice de la forme X; = < g\ i\ > avec A € R
et dans notre cas det(A) =1, donc > =1 donc A=10ou X = —1

0Si A = —1, posons Y] = < _01 _11 > alors il existe P, € GL(2,R) tel que

1 —

Y1 = PLAP !, donc Y2 = PLA’P or Y = ( 0 12 ), il en découle en vertu

de la question 1.3.d) que Y? ~ X = < (1) 1
que X; = PA?2P 1.

OSi det(P) > 0, on construite P/ = +P € SL(2,R) tel que X; = P'A*P"!
donc X; € H.

0 Si det(P) < 0, si on note u ’endomorphisme canoniquement associé a A? et

Q = (w1,ws) tel que mQat(u) = X3, on pose ¥ = (V1,V3) avec

), donc il existe P € GL(2,R) tel

Vi=—-wi et Vo= wo,

11



uV1) = —u(wy) = —w1 =W, (1 -1
donc{ w(Vy) = uws) = wy + ws = —Vi + Vi , de sortequemﬁt(u) =l 1 /)

On observe que cette matrice c’est X; ', donc X, ' = P,A%P; ! avec P, la ma-
trice de passage de & a ¥ donc

Py =P} = PP - PO,

avec () = < _01 (1i) ), par suite det(P;) = det(P)det(Q) = — det(P) et alors
det(P,) > 0. En adoptant la construction de Py = $P avec § = y/det(P), on

se ramene & X, ! est conjuguée avec A2 donc SL(2,R) et comme H est normal
dans SL(2,R) et A2 € H,on a X;' € H, par suite X; € H.

[0Si A = 1 alors A est semblable a X; = ( (1) 1
GL(2,K), on écrit X; = PAP™! avec P € GL(2,R) et on fait comme ne haut
en discutant les cas det(P) > 0 puis det(P) < 0.

), similitude ayant lieu dans

Z _ab) avec a,b € R
et pour notre cas det(A) = 1 donc a* +b*> = 1 et b # 0. On écrit Xo = PAP™?
avec P € GL(2,R) et on discute deux cas :

[0 Si det(P) > 0, on considere P’ = +P avec § = y/det(P) et on a alors

e Soit A est semblables & une matrice de la forme X, = (

X, =P AP avec P’ cSL(2,R),

donc Xy € H car H est normal dans SL(2,R) et A € H.
[0Si det(P) < 0, on considere u ’endomorphisme canoniquement associé a A et
0 = (w1, ws) tel que mQat(u) = X, donc u(wy) = aw;+bws et u(wy) = —bwi+aws,

on prend ¥ = (V1,V5) avec V] = —w; et Vo = wy, donc

u(V1) = —u(wy) = —awy — bwy = aVp — bV%
u(Va) = u(wse) = bV4 + aVh ’

. : . b
de sorte que la matrice de u relativement a 7 est Y = mﬁ;mt(u) = ( ab . )

qui est de la forme de X, = CCL_aC avec a,c ER,c#0et a?+c®> = 1. Par

ailleurs la matrice de passage de la base canonique a ¥ est
P, =P} =PP) = PQ

avec () = ( _01 (1) >, de sorte que

det(P,) = det(PQ) = det(P) det(Q) = —det(P) > 0,
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donc on peut procéder comme on a fait en haut en considérant § = /det(FP)
et Py = P, et la similitude deviens dans SL(2,R) donc X, € H.

[1 Conclusion : Tout ce qui précede montre que si H est un sous-groupe nor-
male de SL(2,R) qui comporte une matrice A # +1I, alors H contient I'une des
matrices suivantes :

A0 11 a —c
XO_(O A‘1>’X1_(0 1)’X2_(c a )

avec vy ER,a,cERtel que v £1eta’?+c>=1et c#D0.

I.L11.b)|On a Z(c) € H

[JSi H contient ( (1) 1 ) on procéde comme au 1.4.b)
[0Si H contient A = (i —ac ), on échange les roles de X; et A dans le

I.4.b), Z(c) € H et on peut conclure que H contient X.

I.11.c) | S’il existe A # +1, dans H alors H contient X, donc X (b).
[Soit B € SL(2,R).

0Si B =1, alors B € H,

0Si B # +1 alors il existe P € GL(2,R) telle que B = PX (b)P~1.
[1Si det P > 0, pas de probleme.

[1Si det P < 0, on procede comme aux questions précédentes : on pose

Q:<51$)

oxme= (g UrhELY ) —xo,

dans ce cas A = PQX'(b)(PQ)~! avec det PQ =1 (on a X'(b) = X,-1(b) ). On
peut alors conclure, B € H.

[0 Conclusion : On en déduit alors que les sous-groupes normaux de SL(2, R)
sont {IQ} , {IQ, —IQ} et SL(Q, R)
OJustification de —I, € H : si H sous-groupe contient SL(2,R)\ {—12}, alors

11 -1 1
Xl—(Ol)EH et Yi—(o _1)€H,

donc —I, = X 1Y, € H, donc —1I, € H.

On a alors
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PARTIE II

II.1)| On a a" = 1 et n € N* il en découle que dans le groupe (C*, x), le
nombre complexe « est d’ordre fini. Notons p 'ordre de « alors p est le plus

petit entier naturel non nul qui vérifie o = 1 et on sait alors que p|n.

I1.2)| O(i)= (ii) : Si z € E; alors uv(z) = awu(z) = aw (a'z) = o/ v(z) donc
v(z) € Ejq ie. v(E;) C Ejy1. Comme v est un automorphisme

donc v (E;) = E;;1 (on fait de méme avec i = p ).
O@ii)= (i) si z € E; alors u(v(x)) = o' lv(z) car v(z) € Ej;1 et de plus on a
avu(z) = av (a'z) = w(z).

I1.3) | OSi al est un commutateur de GL(n,C) on a : UVU V™! = al et en
prenant les déterminants, on obtient immédiatement o = 1.

[ORéciproquement : si o™ = 1, on définit I’endomorphisme u comme a la question
I1.1), et v pour que v (E;) = E;;1 alors uv = avu ce qui donne avec les matrices :
UV = alVU et c’est qu’il fallait démontrer.

I1.4) | 11 suffit de s’inspirer du I1.2), avec j = ¢®™/3 on a

10 0 001
U=[0a 0|, V=100
00 o? 010

et
1 0 0 010
Ul=10a20], VI=|l001
00 « 100

et apres calcul on trouve bien :

Uvu-tvl = al.
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