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Avertissements : ceci n’est pas LE corrigé mais UN corrigé.
Il y a dans tous mes corrigés des erreurs potentielles ou des choses qui ne sembleront pas claires...me
contacter le cas échéant !

Partie I : Préliminaires
(1) (a) L’ensemble
{z eR| f(x) < f0)} = f~H(] — o0, F(0)])
est fermé comme image réciproque du fermé | — oo, f(0)] par la fonction continue f.
Comme a:grinoo f(x) = 400, il existe o > 0 tel que

Vo €] — oo, —a] U |a, +oof, f(z) > f(0) + 1.
On en déduit que
{z eR| f(z) < f(0)} C [~
et donc que ‘ {zr eR| f(z) < f(0)} est borné ‘

(b) Avec les notations précédentes,

inf f(z)= inf f(z).

T€R z€[—a,q]

La fonction f étant continue sur le segment [—c«, ], elle y est bornée et atteint ses bornes.
En particulier, il existe z, € [—a, ] tel que

f(zs)= min f(z) =min f(z) |

z€[—a,q] zeR

Si on veut un peu plus coller au "en déduire” de l’énoncé : d’aprés le théoréme des bornes
atteintes, la fonction f est continue sur le fermé borné non vide K = {z € R | f(z) < f(0)}
donc y est minorée et atteint sa borne inférieure, qui est aussi la borne inférieure de f sur R
puisque f prend des valeurs > f(0) sur le complémentaire de K.

(2) (a) Comme f est convexe, la fonction f’ est croissante. Si x > y, on a

0< f'(z) = f'(y) < L(z —y).
En multipliant par f'(z) — f'(y) > 0, on obtient
0<1f@) - )P < L —y)(f'@) - W)
Le cas y > x se traite de la méme fagon en remarquant que

(v —2)(f'(y) = f'(2)) = (@ =) (f'(2) = [' ().

(b) On a
F-gP = -y (@) - L)
= Jo—yP = 2r(z—y)(f'(@) — /W) + 7 (@)~ ()
S eyl =20 =) (@) = 1) + L= )70~ W)
= [yl -1 - 1L - (@) - W)

(c) Appliquons ce qui précede & x = x,, et y = x,. Comme z, est un minimiseur de f, on a
f'(x,) = 0. De la,

T

Tyt et Y =z,

et en appliquant (b) :

st = 22 < [ — 2 = 72 = 7L) (@0 — 22)(f (w0) — F'(2)):



Or, comme f’ est croissante,

Yo,y €R, (x —y)(f'(x) - f(y)) =0,
et comme 7 > 0 et 2 — 7L > 0, on en déduit finalement que

|xn+1 - $*|2 < |xn - x*‘Q

et donc que la suite | (|, — x*\)n>0 est décroissante |.

Partie II : Convergence rapide, sous des hypothéses fortes
(3) (a) On a pour tout z, f'(x) = Lz et donc pour tout n,
Tpa1 = Tp — TLxy = (1 — 7L)2p.

On en déduit de suite que

’Vn eN, z, =1 —7L)"x9 ‘

(b) On en déduit que

lim z,=0&-1<1—-7L<1&0<7<2/L.

n—-+4oo

(4) Comme g est convexe, sa dérivée g’ est croissante, ce qui signifie que

’:c — f'(x) — ax est croissante ‘

L’énoncé confond allegrement la fonction x — f'(x) — ax et ses valeurs f'(x) — ax, la fonction g
et ses valeurs g(x), ce que tout candidat sérieux & X-ENS s’interdit de faire bien sir....
Comme f’ est L-lipschitzienne, on a pour tout z > 0,

0< f'(z) = f'(0) < La.
Mais d’aprés ce qui précéde, on a aussi pour tout = > 0,
£1(0) < f'(z) — oz,
On en déduit que

et donc que .

(5) Comme g est convexe, son graphe est situé au-dessus de sa tangente en 0, ce qui montre que

Vz € R, g(x) > g(0) 4 ¢'(0)z,

Vr >0, ar < Lx

ce qui se traduit par

Ve € R, f(x) > (0) + /(0 +aa/2]

Comme « > 0, on en déduit que liI:il f(z) = 400 : la question (1)(b) implique que f posséde
T—T OO < -

un minimiseur x, sur R.
(6) Supposons x > y. Comme ¢’ est croissante, on a

f'y) —ay < f(@) —ox

puis
alz —y) < f'(x) = f'(y).
En multipliant par x — y > 0, il vient
oz =y < (f'(2) - ') —v)]

Le cas z < y se montre de fagon analogue.




(7) La fonction f étant a-convexe, elle est convexe et en utilisant (2)(b), on a
@ —gI* < Jo—yl* = 7(2 = L) (z — y)(f' () = f'())-
Puis & I’aide de (6), on a
~(f'(@) = f'(y)(& —y) < —alz —yf

et comme 2 — 7L > 0, il vient

|z — §|2 <|z-— y|2 —ar(2—71L)x — y|2 =z — y\Q(l —ar(2 - TL)) .

Remarquons que cette inégalité implique que 1 — a7(2 — 7L) > 0.
(8) On en déduit comme en (2)(c) que

vn €N, |zn41 — 2.]* < |2 — 2.]*(1 — ar(2 — 7L)).
En itérant cette inégalité (ou & l’aide d’une récurrence immédiate), il vient
VEN, |z, —2.* < (1—ar(2- TL))n|£L'0 —x,/?

puis

VeN, |z, — i < p"lag — x| avec p = /1 —ar(2—-7L)|

Comme 2/L > 7, on a bien et 'estimation précédente illustre la convergence rapide an-
noncée par le titre de cette partie.

Partie IIT : Convergence lente, sous des hypothéses faibles

(9) Comme les dérivées a gauche et a droite de f en 0 sont égales, la fonction f (qui est trivialement
de classe C' sur R*) est de classe C' sur R. De plus

Yz <0, f/(z) =0et Yz >0, f/(z) = 22

La fonction f’ étant croissante sur R, la fonction ‘ f est convexe sur R‘. De facon évidente,

‘l’ensemble des minimiseurs de f est R™ ‘
(10) (a) Par définition, on a

VneN, zpi1 =z, — Tf/(xn)'
Montrons par récurrence sur N que z,, €]0,1/7].
L’initialisation est immédiate. Pour I’hérédité, soit n € N fixé quelconque. Supposons que
xn €]0,1/7[. On a alors, puisque z,, > 0,

T4l = Tp — T:E% =x,(1 — T2y,).
On en déduit par hypothése de récurrence que
0< Zpi1 <y <1/7,

ce qui achéve I’hérédité et la récurrence.
On en déduit tout ce qui est demandé dans cette question :

‘Vn eENzpi1 =x,(1 —72p) et 0 < zpy1 < ‘

(b) La suite (x,) est décroissante et minorée par 0, elle converge donc vers une limite [ € [0, zo]

vérifiant [ = [(1 — 7). Comme 2y < 1/7,0onal <zy < 1/7 donc .
(¢) On a de suite

1 1 1 1 1-1+47az, T

Tnp1  Tn  En(l—7xn) T an(l—T2n) 1—TE,
De 14,




Et donc

1 1 1+nrx
— > —+n7= + 0
Ip ZTo i)
et finalement
T
Ty < 0
1+nrxg

Commentaire personnel : comme

) < 1 1 >
lim —— =7
n—+00 \ Tp41 T

le lemme de Cesaro implique que |x, ~ — | ce qui illustre un peu plus clairement la
n—-+oo TN

convergence lente annoncée par le titre de cette partie.
(11) Distinguons trois cas suivant la position de xo.
Sixg <0 : lasuite (z,) est constante égale & o et converge donc bien vers un minimiseur.
Si xp €]0,1/7[ : ce cas est traité par la question précédente, la suite (x,,) converge vers 0.
Sixo>1/7 ¢ alors 1 = zo(1 — T20) < 0 et la suite (z,,),>1 est constante égale & z;1 < 0.

Dans tous les cas, la suite ‘ (2,,) converge vers un minimiseur de f ‘

(12) (a) Question étrange : pour une fonction conveze de classe C', la position du graphe de f par
rapport & ses tangentes est explicitement au programme de la filiere PSI. L’énoncé transforme
cette question en une question de cours avec indication ?

Le graphe de f est situé au dessus de ses tangentes, en particulier au dessus de sa tangente
au point z, ce qui donne

Vy R, f(y) = f(z) + ['(2)(y — 2).

Afin de se plier a I’énoncé, redonnons 'argument : si « < y, on a pour tout ¢ € [0, 1],

F(A =tz +ty) < f(x) +¢(f(y) — f2)),

d’ou

flettly—=) - flx) _ fly) = f(z)
ty —x) T oy-—z
En faisant tendre ¢ vers 0, il vient
f’(x) < f(y) — f(x)
y—x
puis

f) = f(z)+ f'(@)(y — ).

Le cas « > y se traite de fagon analogue.
(b) Supposons & nouveau que x < y. Comme f’ est L-lipschitzienne, on a pour tout z € [z, ],

f'(z) = f'(@) < L(z — ).
En intégrant cette inégalité par rapport & z pour z € [z, y], il vient
v L
f0) = 12) = £ @y - ) < [ L -a)dz = 3y - P

et donc

F) < @)+ F@)y — o)+ 5 o) |

Le cas z > y se traite de facon analogue.



(14)

(15)

(16)

(c) En appliquant ce qui précéde & y = x,41 =z, — 7 () €t & x = x,, il vient

2 2 2

Vn €N, | f(znt1) < f(zn) — T(f/(xn)) + %7'2 (f/(xn)) = f(xn) - 5(2 —7L) (f/(xn))

Comme %(2 —7L) > 0, on en déduit que f(z,41) < f(x,) pour tout n € N et donc que la

suite | (f(wn)), oy €5t décroissante |

Supposons que z > x,. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € |x,, x| tel que
f(@) — f(z.)
= f'(c).
T — T,

Comme f’ est croissante, on a
0= f'(z:) < f'(c) < f'(2)

et il vient

0 < f(@) = f(z) = (@ =) () < o — | f' ()]}

Le cas ol < z, se traite de fagon analogue.

Commencons par remarquer que s’il existe ng tel que z,, = z., alors x,, = x, pour tout n > ng et
I'inégalité demandée dans cette question est une égalité pour tout n > nyg.

On peut donc supposer que x,, # x, pour tout n € N. En utilisant (13) et (12)(c) pour z = z,,

on a
f () = f)P

|Tn — @.]?

-
Vn €N, f(zni1) < f(zn) — 5(2 —7L)
D’aprés (2)(c), on a de plus |z, — x| < |xg — 24| pour tout n, ce qui permet d’affirmer que

[ (n) = S|

¥ €N, f(@ni1) < flan) — =(2— L)

2 |xo — 4|2

On a comme en (10)(c)

1 S 1 1 c S 1 +

= — —+ec
ant1  an(l—can) an 1l—ca, ~ an
De 14,
n—1 n—1

1 1 1 1

__Z< —)22c—nc.

Qp, ao =0 Ak+1 ag =0
Et donc

1 1
I + ncag
Qn ao ao
et finalement
ao
ap < —— |
1 + ncag
2—7L
En posant a,, = f(z,) — f(zs) et ¢ = u, (14) signifie que
2|zg — x4 |?

VneN, a1 <a, — c(an)z.

En appliquant (15), il vient

agp
<a,= —f@e) S T —
Vn €N, 0 < an = f(an) = f(2) < 7

ngr—&I—loo an, = 0 et donc que ngrfmf(xn) = f(xy) |

On en déduit que




(17) D’apres (12)(c),
Vi €N, 22— 7L)(f'@n))” < f(@n) = fl@atn).

En sommant ces inégalités de 0 & n — 1, il vient par télescopage

|
—

n—1 v

527D Y (F@)” < Y (Fan) = fe)) = Fwo) = flaa) |

k=0 0

<

~
Il

Comme (f(2zn))nen converge, la suite (f(xo) — f(2n))nen est bornée et donc majorée. Les sommes
partielles de la série a termes positifs Z (f’(xk))2 sont majorées. On en déduit que la série

Z (f’(a:k))2 est convergente et qu’en particulier son terme général tend vers 0 : liIJIrl f'(xn) =0}
n—-+0oo

(18) (a) Comme |z, — x| < |zo — x| pour tout n, la suite (x,),>0 est bornée donc admet une
sous-suite convergente d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass admis par 1’énoncé.
(b) D’apres (17), hr—? J'(®4(n)) = 0. Par continuité séquentielle de f', on a
n—+00

lim f/(xgo(n)) = f’(l‘**)

n——+oo

et par unicité de la limite, | f'(z..) = 0.

(c) Par convexité de f et (12)(a), on a f(y) > f(z..) pour tout y € R, donc| z.. est un minimiseur de f ‘

Par ailleurs, la suite (|xn — ac>,ﬁ*|)n>O est décroissante et posséde une sous-suite convergeant

vers 0. On en déduit facilement qu’elle converge vers 0 et donc que lirf Ty = Tox |
n—-+0oo

Partie IV : Descente de gradient proximale

(19) On a

Fuo (1) > 5 (2 = w0)” + 7 () +00

%
z—+o0

DN =

donc ‘ F,, posséde au moins un minimiseur sur ]R‘ d’apres (1)(b).

Supposons par I’absurde que F,, posséde deux minimiseurs différents z; # x3. Notons m =
F,,(x1) = Fy,(z2). En utilisant 'inégalité fournie par I’énoncé (conséquence de la stricte convexité

de la fonction x 5(1} —120)%),0on a

T1 + T 1/1 1 T1+ T2
F< 2 ) < g lglm @)+ e —w0)? ”f( 2 >
1/1 1 1 1
e 3 (3t gl ) 7 (37000 + g1 e)
1 1
- iFfo(x1)+§on(x2)
= m.
. T1 + X2 . .
Ainsi, F,, ( > ) < m, ce qui contredit le statut de m.

(20) Supposons que ’ Z( est un minimiseur de f ‘ Alors

Vo e R, Fy(x) = %(x —20)2 +7f(2) > 7f(20) = Fuo (0).

Ceci montre que x¢ est 'unique minimiseur de Fy, et donc que | 2o = ps(zo) |
Réciproquement, supposons que | xg = pf(xo) | On en déduit que
Vo € R, Fy(x) > Fy,(x0) = 7f(20).



En appliquant cette inégalité & x = (1 — t)xg + tx., il vient

5 (1€ — 20))? + (1 = )0 + t.) 2 7 (w0).
En supposant de plus t € [0, 1], on en déduit par convexité de f :
2 (1o —20)* + (1~ 1) (w0) + 7 f(2.) > 7 (xo)
puis
% (s — 20))? + t7(f(22) — F(x0)) = 0.

En simplifiant par ¢ > 0, on obtient

1

575(3?* —x0)* +7(f(2.) — f(0)) > 0.

En passant & la limite lorsque ¢ tend vers 0%, on obtient 7(f(z.) — f(z0)) > 0 puis f(z.) > f(z0),
ce qui montre que ‘ o est un minimiseur de f ‘
L’équivalence demandée est prouvée.

(21) Comme z; est le minimiseur de la fonction F,, de classe C*, on a

F;O(Sﬂl) =0

c’est-a-dire
(x1 —x0) +7f (21) =0

ou encore ‘ x1 =20 — 7f (21) ‘
(22) (a) Pour zg € R,on a

Ve e R, Fy(x) = %(m —20)? + 7|z
La fonction
H :z— %($—$0)2+7$
est minimale en zy — 7, la fonction
G ::m—)%(xfxoffrr

est minimale en zg + 7.
Sixg > 7 : Fy, est donc décroissante sur R™, décroissante sur [0, 2o — 7] puis croissante sur
[xg — T, 4+00[. Etant continue sur R, on en déduit qu’elle est minimale en xo — 7, ce qui montre

que ‘Pf(ffo) =x9—T ‘ dans ce cas.

Les deux autres cas sont laissés au lecteur et gagnent & étre illustrés par de jolis graphes.
(b) Si zg > 7, alors z,, = xg — n7 tant que xg — nT > 7, puis x, = 0 pour tout n tel que
2o —nT < 7. La suite (x,,) stationne donc & 0 & partir d’un certain rang.
Si xg < —7, le comportement est analogue.
Si z € [—7,7], la suite (x,),>1 est constante égale a 0.
(23) Comme z; est le minimiseur de F,,, on a F, (z¢) > F,,(x1), ce qui se traduit par

5@ = 20)? + 7S (1) < 7 (z0).

De fagon identique, on a pour tout n € N*,

%(xn - In—l)Q + Tf(l'n) < Tf(xn—l)y

ou encore ]
i(xn - xn,1)2 < T(f(xnfl) - f(xn))



En sommant ces inégalités pour n variant entre M + 1 et N, il vient par télescopage

N N
Z (xn - wn71)2 S T Z (f(xn) - f(xn+1)) = T(f(xM) - f(xN)) .

n=M+1 n=M+1

[N

On en déduit en particulier que pour tout N,

N | =

N
Z(In - xn—l)z < T(f(.ro) - f(I*))

Comme en (17), on en déduit que la série & termes positifs Z(mn — x,_1)% est convergente et

qu’en particulier, ngrfw(xn —Zp—1)=0]|

(24) On suppose N > M. On a

N

Z (xn - In—l)

n=M+1
N

Z "rn - xn—1|

n=M+1
N

= Z 1 X |2y — Tp_1]

n=M+1

lzn — 2] =

IN

N

N
< Z 1 Z (p, — Tp—1)?

Cauchijchwarz n=M+1 n=M+1
< VN — M\/27|f(zy) — f(an)]
_ V21N = M| f(@ar) = flzn)] |

Le cas M > N se traite de facon analogue.
Commentaire personnel : le résultat de cette question est sans intérét pour la suite et probablement
sans intérét tout court.

(25) Comme 7 est le minimiseur de F,, on a

Fo(Z + tv) = Fo()

ce qui donne

S =2 4 f(@) <

On a de méme en changeant x en y et t en —t :

(Z+tv—z)® +7f(F +tv) |

DN | =

%(17 —y)? +7f(7) < %(.@ —tv—y)> +7f(7— tv).

En additionnant ces deux inégalités et en multipliant par 2, il vient I'inégalité demandée

T(f@) + @) — f@E+to) = fH—t) < (@E+tv—a)’+@H—tv—y)® - (F—2)°—(F-y)?|

(26) C’est immeédiat en développant les carrés par identité remarquable.
(27) On doit montrer que pour tout ¢ € [0, 1]

F@) + f(g) = f(@+ (g —2) + f(§ - t(5— 7)) = f(L=1)T +tg) + f(tz + (1 - 1)g).
Or, par convexité de f, on a
(L=8)f(@) +tf(g) = f((1 - )T + t7)
et
tf(@) + (1 =) f () = f(t2 + (1 —1)7)



et on obtient I'inégalité voulue en sommant ces deux derniéres inégalités.
Oun en déduit a laide de (25) et (26) que

0<2t(g—2)(T —x+y—7)+o(t).

En divisant par ¢ > 0, il vient
0<2(§—%)(&—xz+y—7)+o(l).
Par passage a la limite dans cette inégalité quand ¢ tend vers 07, il vient
0<@-o)(@—z+y—7),
c’est-a-dire
0< -G -2+ G- 3)(-z+y)

et finalement

(@9 <@ -9 -v)]

(28) On a donc
ps(@) = prW)I* < lpp(x) = ps(y)| X |z —yl.
Si ps(x) = ps(y), il n’y arien & dire. Sinon, on en déduit que

[Ips(@) = pr(y)] < |z —yl]

Comme z, est un minimiseur de f, ps(z.) = . d’aprés (20). En appliquant I'inégalité précédente
dr=uz, et y=ux,,il vient

Vn € Na |xn+1 - CC*‘ < ‘xn _'1:*|7

ce qui signifie que la suite | (o, — x*|)nGN est décroissante |.
(29) D’apres (23),

Jim (o)1 = Tem) =0,

donc

Lo(n)+1 = Tp(n) + (x‘P(")‘f‘l o x‘p(")) njroo Loex |

On a par continuité séquentielle de I’application lipschitzienne py :

Tomy1 = Pf(Tom) | = Pr(Ta).

Par unicité de la limite, on en déduit que | pf(Zws) = To |

(30) Par (20) et la question précédente, ‘x** est un minimiseur de f ‘
De plus, comme py est 1-lipschitzienne, on a

Vn € Na |xn+1 - 55**‘ S ‘xn - .’E**|

Comme en (18)(c), la suite décroissante (|z, — x**\)neN posséde une sous-suite convergeant vers

0 donc converge vers 0, ce qui donne | lim z, = Ty |
n—-+oo

Partie V : Optimisation sur la boule unité

(31) Comme C est fermé, borné et non vide en dimension finie et comme f est continue, le théoréme
des bornes atteintes implique que f est minorée sur C et atteint sa borne inférieure : ceci signifie

que ‘ f admet un minimiseur sur C |.

(32) Si ||z«|| < 1, f posséde un minimum en z, qui est alors un point de C : il s’agit donc

d’un point critique de f, ce qui montre que | Vf(z,) = 0|
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(33)

(34)

(a) On a
<CE,’U> = <m,x—y> =1- <CE,y>
Or, par Cauchy-Schwarz, (x,y) < 1 avec égalité si et seulement si = et y sont positivement
proportionnels, et donc égaux étant de norme 1, ce qui est exclu. On a donc | (z,v) > 0|
De méme,

[(v.0) = .z —y) = {w.2) — 1 < 0]

(b) Comme (7) n’est pas satisfaite, on a Vf(z,.) # 0. On peut donc considérer le vecteur

1
Y= -ty VS ().
IVf ()l
Comme (7) n’est pas vérifié, y # x,.. En notant alors v =z, — y, on a d’aprés (a) :
1
(T, v) > 0 et (y,v) = *m(vﬂx*)’w <0,

ce qui donne bien
(T4, v) > 0 et (Vf(zs),v) > 0.
Ecrivons alors la formule de Taylor-Young & ’ordre 1 :
[l —tv) = fz.) = 6V f(22),0) + o).
Pour ¢ > 0 petit, on a
2. — to]|> = 1 — 2t{xs,v) + 2 |v]|? < 1
donc z, — tv € C pour t > 0 petit. On en déduit que
0 < fla —t) — f(a.) = —HVf(2.),0) +ot).

En divisant par ¢ > 0 puis en faisant tendre t vers 01, il vient 0 < —(Vf(x.),v) puis
(Vf(z4),v) <0, ce qui donne la contradiction voulue.
La formule de Taylor-Young a ’ordre 1 s’écrit pour x et h fixés et ¢ tendant vers O :

J +th) = f(@) + t(V (), 1) + o(d).
Or, M étant symétrique,
t t t?
Fla -+ th) = f(z) = 5 (e, MB) = & (h, M) = - (h, M) = f(z) ~ t{M, B} + o{t).
Par unicité du développement limité, il vient

Vh e RY, (Vf(z),h) = —(Mz, h)

puis ‘Vf(x) =—-Mz ‘

Commencons par remarquer que f est a valeurs < 0 sur R?. De plus comme M est symétrique
positive, notons 0 < A\; < --- < Ay les valeurs propres de M.

Si ., est un minimiseur de f sur C' de norme < 1, alors Vf(z,) = —Mz, = 0 donc z, € Ker(M)
et f(z.) = 0. Comme f est & valeurs < 0, ceci implique que f est nulle sur C et donc que f est
nulle, et donc que M = 0, ce qui est exclu.

Si x,. est un minimiseur de f sur C' de norme 1, alors d’aprés (33)(b) et (34), il existe A > 0 tel

que —Mz, = —Az,. On en déduit que z, est un vecteur propre de M pour la valeur propre \ et
que
A Ad
%) = —— > ——
fa) = =52 -5

Tout ceci montre que

., est un minimiseur de f sur C' < z, € Ker(M — A\y) N {z € R? | ||z|| = 1} |
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(36) (a) Montrons par récurrence que pour tout n € N*,
g+ TM)"x0
" I+ TM)ma|”
Pour cela, on rappelle que si A € Sj (R) est une matrice réelle symétrique positive, alors
Vo € RY, || Az|| > Mninl|2||

ol Admin > 0 est la plus petite valeur propre de A (ce résultat se prouve en décomposant x

dans une base orthonormée de vecteurs propres de A).
Initialisation : on a

|zo = 7V f(z0) | = llzo + TMao|| = (1 + 7A1)|[zoll = 1
ol A1 > 0 est la plus petite valeur propre de M. On en déduit que

Ig+17M
21 = Poleo — 7V (o)) = A0

Pn :x

ce qui montre Py.
Hérédité : soit n € N* fixé. Supposons P,. On a alors par hypothése de récurrence

[#n = TV f(@n)[| = [[on + TMay || 2 (14 7A10)|lzall = (1+7A1) 2 1.
Puis a nouveau par hypothése de récurrence

Tny1 = Pole, —7Vf(zn))

=  Po((Ig+1M)x,)

(Ig +7M)x,
[(Za+ 70z, |

. (Id + 7']\4)7hL Tg

wR[|(Lg + TM)" |
Ceci achéve 'hérédité et la récurrence.
(b) Avec les notations de l'indication fournie par I’énoncé, on a immédiatement

(Ig+7M)*zo = (1 +7A)" Z <1 + T)\i> ;e;

pt 1+7A
et
. 14+7XN\ " ,
lim Qie; = x.
n—+o00 £ 14+7A
el
De 14,
14+ 7N "
. . Zie[(l+7’)\> v xg
lim z, = lim 7 = —=|
n—-+oo n—-+oo 3 14+7)N\ HxOH
. Q€4
L\ 1470 ‘

(87) Supposons ||zg|| < 1. Deux cas se présentent alors.
Si g € Ker(M). Une récurrence immeédiate montre que la suite (z,,)nen est constante égale & xo.
Si xg ¢ Ker(M). Tant que ||(Ig + 7M)"xo|| < 1, on a
d
Typ = Tg+7M)"20 = Z(l + 7)) e

i=1
ou 'on a gardé les notations de la question précédente. Lorsque n augmente, les vecteurs ainsi
construits ont une norme qui va dépasser 1 et ’on se retrouve dans la situation précédente. Si bien
qu’il existe un entier N tel que

d

VYn < N, z, = (Iqg+7M)"xo = Z(l + 7)) e et |lx,] <1

i=1
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(38)

et
(Id + TM)n_N'HCL'N,l

I(Za + 7 M) N+tlay o
On conclut alors comme précédemment que

Yn >N, x, =

R
n—oo ol |

D’aprés ce qui précede ((35), (36) et (37)), la suite (x,,)n>0 converge vers un minimiseur de f sur
C si (et seulement si), en gardant les notations de l'indication de (36)(b),

.’176 c Ker(M — )\dld) \ {O}

Comme R? est la somme directe orthogonale des espaces propres de M, on en déduit que pour tout
zo € R\ Ker(M — \gIg)t, la suite (x,) converge vers un vecteur ., de norme 1, vecteur propre
pour \g et minimiseur de f sur C. Par continuité de f,

i () = f(w,) = min f(2).

Ceci montre a fortiori le résultat demandé en prenant n’importe quel hyperplan H contenant
Ker(M — \gIz)*.



