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Epreuve de mathématiques D, MP & MPI, six heures

Points entiers dans les polytopes

* %k ok

L’objectif de ce probleme est de prouver une généralisation en dimension supérieure de 1’égalité

Yoot = % ol m < n sont deux entiers, découverte par Michel Brion en 1988.

Xk ok

Le probleme comprend une partie préliminaire, puis 5 parties numérotées de 1 a 5. Les parties 1 et
2 sont indépendantes entre elles. La partie 3 repose sur des notions et sur des résultats de la partie 2 .
La partie 4 est indépendante des parties précédentes.

A tout moment il est possible d’admettre le résultat d’une question et de 'utiliser ultérieurement, &
condition de l'indiquer clairement.

Le sujet est long et comporte des questions délicates : il est tout a fait normal de bloquer sur des
questions et il est possible de réussir ’épreuve sans traiter une part substantielle du sujet.

La clarté, la concision et la précision de la rédaction seront prises en compte dans la notation.

* %k %k

Notations

On note N = {0,1,2,...} I'ensemble des entiers positifs ou nuls et N* = {1,2,3,...} I'ensemble des
entiers strictement positifs. On note Z I’ensemble des entiers relatifs, R I’ensemble des nombres réels et
C I’ensemble des nombres complexes. Pour un ensemble A on note Card A son cardinal.

Lorsque n > 1 est un nombre entier, on note (-,-) le produit scalaire canonique dans R™.

Pour z € R, on note |z le plus grand entier inférieur ou égal a x et {z} =z — |z].

Partie préliminaire

Une fonction P : Z — C est dite quasi-polynomiale s’il existe k € N et (k + 1) fonctions périodiques
co... ¢k Z — C telles que P(n) = Xk: ci(n)n' pour tout n € Z. Si la fonction ¢, n’est pas la fonction
nulle, on dira que le degré de la fonctzi:oon P est k et que la fonction ¢ est son coefficient dominant.
(1). Montrer que 'ensemble des fonctions quasi-polynomiales forme un C-espace vectoriel.

(2). Montrer que si P, @ : Z — C sont deux fonctions quasi-polynomiales telles que P(n) = Q(n) pour
tout n > 0, alors P = Q.

Dans la suite, on dira que P : N — C est quasi-polynomiale si ¢’est la restriction a N d’une application
quasi-polynomiale (uniquement définie grace au résultat de la question (2)).
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(3). Montrer qu'une fonction P : Z — C est quasi-polynomiale si et seulement si il existe un entier
m € N* et m polynémes I, ..., P,,_1 a coefficients complexes tels que pour tout j € {0,...,m—1}
et pour tout n € Z congru a j modulo m, on ait P(n) = Pj(n).

+oo
(4). Soit w une racine de l'unité et p € N*. Notons Z R(n)x™ le développement en série entiere

de ) Montrer que R est une fonction quasi- polynomlale puis déterminer son degré et son
coe ment dominant.

1 Décomposition d’un entier en parties

Soit k € N* et (ay,...,ax) € (N*)k un k-uplet d’entiers strictement positifs. Lorsque & > 2, on les
suppose premiers entre eux dans leur ensemble. On définit une fonction P : N — C en posant pour tout
neN:

P(n) = Card{(nl,...,nk) e N*:nyay + - + npay :n},

puis on définit la série entiere F'(x) = § P(n)x™
n=0
(5). Montrer que le rayon de convergence de F est supérieur ou égal a 1.
k
(6). Prouver 'égalité F(z) = il_Il = pour tout z €] — 1,1].

(7). En déduire que P est une fonction quasi-polynomiale.

(8). Calculer le coefficient dominant de P.

On suppose dans la suite de cette partie que k = 2.

(9). On suppose dans cette question que (a1, as) = (2, 3). Construire une fonction ¢ : Z — 7Z de période
6 telle que P(n) = "+¢(") pour tout n € N.

(10). On pose a = ay, b = as, w, = exp(2in/a), w, = exp(2ir/b). A partir d'un développement en

éléments simples de la fraction ——2——, montrer la formule
(1-29)(1-ab)

1 1 n 1 a—1 w—jn 1 b—1 w—kn
P S T Y b
(n) = JrQbJr b+a;1—wéb+bk§11 wha ()

pour tout entier n > 0.

(11). Démontrer que

o= 52)- )

pour tout entier n > 0, ol a* et b* sont des entiers vérifiant a*a = 1 modulo b et b*b = 1 modulo
a respectivement.

Indication. On pourra utiliser la formule (%) pour b = 1.

2 Etude des polytopes

Soit n > 1 un entier. On commence par une série de définitions.

— On dit qu’un sous-ensemble compact non vide P C R" est un polytope s’il existe un ensemble fini
non vide I et si pour tout i € I il existe une forme linéaire ¢; : R™ — R et un réel a; € R tels que

P={zeR":Viel, li(z) <a}.
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— Pour toute partie X C R”, on note X le sous-espace vectoriel de R™ engendré par les éléments de
la forme z — y ou x,y € X. On appelle dimension de P et on note dim P la dimension de P.

— On dit que F' C P est une face de P si F' # @ et s'il existe J C [ tel que F' = F);, ou par définition
Fy={xeP:VjeJ ljx)=aqa;}.

— Réciproquement, si F' est une face de P, on pose Sp = {i € I, Yz € F,{;(x) = a;}. Enfin on appelle
intérieur relatif de I’ I'ensemble F° défini par

Fo={zxeP:l(x)=a;,< i€ Sp}.
— On appelle sommet de P une face de dimension 0.

k
— Pour tout X C R™, on note Conv(X) l'ensemble des vecteurs de R” pouvant s’écrire Y t;x; ou
i=1
k
ke N, zq,...,2, € X et tq,...,t; sont des réels positifs ou nuls vérifiant > t; = 1. Clest
i=1
l’enveloppe conveze de X, a savoir le plus petit ensemble convexe contenant X.

Dans la suite du sujet, on admettra que les notions de face et d’intérieur relatif ne dépendent que
du polytope P, et pas du systeme d’équations choisi pour les représenter.

Enveloppe convexe des sommets

Dans cette section, on se donne un polytope P C R".

(12). Vérifier que toute face F' de P est un polytope et que dim F' < dim P si F' # P.
(13). Montrer que P a un nombre fini de faces et au moins un sommet.
(14). Soit V l'ensemble des sommets de P. Montrer que P = Conv(V).

On fixe un ensemble fini non vide V' C R"™. La fin de cette section consiste a prouver que, récipro-
quement, Conv (V') est un polytope.

(15). Justifier que pour démontrer que Conv(V') est un polytope il suffit de traiter le cas ou Conv (V)
n’est pas inclus dans un hyperplan de R" et contient 0 dans son intérieur.

(16). On suppose que Conv (V') n’est pas inclus dans un hyperplan de R™ et contient 0 dans son intérieur.
Montrer que I'ensemble () défini par

Q={{eR": Ve eV, ({,x) <1}

est un polytope de R".

(17). En déduire que Conv(V') est un polytope.

On admettra que pour tout convexe fermé non-vide C' C R™ et tout x € R™\ C, il existe un unique
y € C tel que (x —y,z —y) < 0 pour tout z € C.

(18). Prouver que tout sommet de Conv (V') appartient a V.

2.1 Formule d’Euler

Soit F,, le R-espace vectoriel des fonctions f : R™ — R. Pour tout X C R", on note 1x la fonction
indicatrice de X définie par Ix(x) =1siz € X et Ix(z) =0six ¢ X.
Soit U,, le sous-espace vectoriel de F,, engendré par les fonctions 1p ou P est un polytope de R™.
(19). Soit f € U;. Démontrer que pour tout z € R la limite de f(y) quand y tend vers z tout en
vérifiant y > x, notée lim+ f(y), existe et qu'il existe un nombre fini de réels z € R tels que
y—x

flz) # lim f(y).
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Si f € Uy, on définit x;(f) par la somme (ayant un nombre fini de termes non nuls)

(20).

(21).

(22).

(23).
(24).

2.2

GESS (f(x) ~ lim f(y>> ,

zeR y—at

On suppose que n > 1. Soit f € U,. Pour z € R, on définit la fonction f, : R* ! — R par
fo(z1, . 2nq) = f(x1,..., 20 1, 2) pour tout (zy,...,7, 1) € R*L. Démontrer que f, € U,_;.

Démontrer que la définition suivante permet de définir une forme linéaire y,, : ¢, — R. On définit
x1(f) par la somme x1(f) = Y er (f(x) — lim,_,,+ f(y)), puis pour f € U, avec n > 1, on pose

Xn(f) = x1(g) avec g défini par g(z) = xn_1 (f.) pour z € R.

On montrera en méme temps la formule x,, (1p) = 1 pour tout polytope P de R" et on justifiera
que Y, est indépendante du systeme de coordonnées a savoir que pour toute application linéaire
inversible A : R™ — R" on a x,(f o A) = x,(f) pour tout f € U,.

Montrer que pour tout polytope P de R™ et pour tout x € P\ P°, il existe une face F' C P telle
que F'# Petx € F.

Montrer que pour tout polytope P de R" 1po € U, et x, (1po) = (—1)

En déduire la formule d’Euler 3 pz(—1)4m =1 ou F parcourt les faces de P.

dim P

Triangulations

A nouveau, nous avons besoin d’une série de définitions.

— On appelle complexe un ensemble fini non vide C de polytopes de R™ tel que pour tout P, Q € C,

(25).

(26).

(27).
(28).

3

P N Q est soit vide, soit a la fois une face de P et de Q.
On appelle |C| = U P la réalisation de C.
pec

Une face de C est un sous-ensemble F' C |C| qui est une face de I'un des P € C.
On note x(C) = X (—1)4mF ou F parcourt les faces de C.
F

On appelle simplexe un polytope de R™ de dimension k ayant k£ + 1 sommets.

On appelle triangulation de P un complexe formé de simplexes dont la réalisation est égale a P.

Montrer que si P est un polytope de R"™ de dimension &£ > 0, 'ensemble de ses faces de dimension
k — 1 forme un complexe.

Soit P un polytope de R™ de dimension k > 0 et x € P°. Pour chaque face F' de dimension k — 1
de P on note F, = Conv(F U {z}). Montrer que la famille des F, forme un complexe dont la
réalisation est égale a P.

Montrer que tout polytope admet une triangulation.

Montrer que tout complexe C dont la réalisation est convexe vérifie x(C) = 1.

Le polytope de Birkhoff

Soit n > 1 un entier. On note M, (R) I'ensemble des matrices n x n a coefficients réels et M,,(Z)
I'ensemble des matrices n x n a coefficients entiers. On dit qu'une matrice M € M,,(R) est bistochastique
si pour tous 7,7 € {1,...,n} on a

A4ﬁ 210 et ZZ:A4m:: E:'ALU:: 1.
k=1 k=1

On note B,, 'ensemble des matrices bistochastiques de M,,(R) et S,, le groupe symétrique d’ordre n.

4
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(29). Montrer que B, est un polytope et déterminer sa dimension.

(30). Pour tout o € S, on définit P7 € M,(R) comme suit : pour 4,5 € {1,2,...,n} on pose P =1 si
j = o(i), P = 0 sinon. Montrer que P? est un sommet de B, pour tout o € S,,.

Les deux prochaines questions montrent que tout sommet de B,, est de la forme P?.

(31). On suppose que M € B, \ M,,(Z). Montrer qu’il existe une suite (ry,s1), (r2,S2),...(r, sx) de
paires d’indices avec k > 2 telle que

0< M, <1, 0<M,,, <let (rg,sk)=(ry,s1),

puis qu’on peut supposer que tous les couples (r1,s1),(r1,S2), (12,82) -+, (Tk—1, Sk—1) , (Tk—1, Sk)
sont distincts.

(32). On suppose que M € B, \ M, (Z). En déduire qu’il existe une matrice ¢ non nulle et € > 0 telle
que {M +1tQ,t € [—¢,€]} C By, et conclure que tout sommet de B, est de la forme P°.

4 Développement des fractions rationnelles

Soit n > 1 un entier. On note C [[Z"]] le C-espace vectoriel des fonctions f : Z™ — C. Pour tout
v € Z™ on note x7 : Z" — C la fonction qui vaut 1 en « et 0 ailleurs. On pourra aussi poser 1 = z°.

Soit (f;);e; une famille d’éléments de C [[Z"]]. Si pour tout v € Z" on a Card{i € I : f;(y) # 0} < oo,
on note g = %} fi la fonction définie par g(v) = %} fi(y) pour tout v € Z". En particulier, pour tout
feC[Z"]] ona

f=2> fm)a"
YEZ™

On note alors C[Z"] le sous-espace vectoriel de C [[Z"]] formé des fonctions nulles en dehors d’un
sous-ensemble fini de Z". Ainsi {7 : 7 € Z"} est une base de C [Z"].

Pour f, g € C[[Z"]], lorsque pour tout v € Z" on a Card {(a, ) € Z" X Z" : o + B = v et f(a)g(B) #

0} < o0, on définit fg par la formule

> fla)g(B)

atB=y
pour tout v € Z". On admet que cette opération est commutative et associative quand elle est définie.
On admet aussi que cette loi munit C [Z"] d’une structure de C-algebre commutative intégre et on notera
C (Z™) son corps des fractions défini ci-apres.
Un élément de ce corps est une expression de la forme £ avec P,Q € C[Z"] et Q # 0; deux éléments

Q
% et % sont identifiés si et seulement si PiQ); = P>Q)1. Ces éléments s’ajoutent et se multiplient comme

des fractions usuelles. On peut identifier P € C[Z"] a la fraction £ € C(Z").

On dit que f € C[[Z"]] est rationnel s'il existe P € C[Z"] non nul tel que Pf € C[Z"]. On dit que

f est de torsion s’il existe P € C[Z"] non nul tel que Pf = 0. On note R le C-espace vectoriel des

éléments rationnels de C[[Z"]] et T le C-espace vectoriel des éléments de torsion de C [[Z"]].

(33). Dans le cas ot n = 1, montrer que les inclusions 0 C 7 C R C C[[Z"]] sont strictes.

(34). On définit une application C-linéaire I : R — C (Z") de la fagon suivante. Si f € R vérifie Qf = P
avec P, Q) € C[Z"], on pose I(f) = g. Montrer que I est bien définie, et que c’est une application
linéaire de noyau 7T vérifiant [(Pf) = PI(f) pour tout f € R et P € C[Z"].

(35). Soit w : Z" — R un morphisme de groupes injectif. Montrer qu’il existe une unique application
5y 0 C (Z”) — R vérifiant les trois conditions suivantes :

(a) su(Pf) = Psy(f) pour tout f € C(Z") et P € C[Z"].
(b) I(su(f)) = f pour tout f € C(Z").

(c) s < ) = > ¢" si g est une combinaison linéaire finie d’éléments de la forme 27 avec v € Z"
neN

vérifiant u(y) > 0.
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5 Séries d’Euler-Maclaurin

Soit n > 1 un entier. Soit A C R"™ un sous-ensemble. Si v € R™ on pose v+ A = {y + a,a € A}.
Notons

EA: Z x7 ECHZ”H

yEANZ™

Si E 4 est rationnel (au sens défini dans la partie 4), on posera IE4 = [ (E,), ou la fonction I a été définie
a la question (34).

5.1 Rationalité des séries associées aux cones

(36). Montrer que si A et B sont deux sous-ensembles de R™ et v € Z™ on a
Esop+ Eanp=Es+Ep et B, q=2"Ey.

(37). Soit (71, ..,7) une famille de vecteurs de Z" C R" et

k
C(vyeoy) = {Z:ti%- Sty .. ) € [0,—1—00[’“}.

Montrer que si (71, ...,7:) est une famille libre, E, ¢ (,, ... ~,) est rationnel pour tout v € R™.

. Généraliser la question précédente dans le cas ou vy,...,7 € est une famille de vecteurs pas
38). Généraliser 1 ti écédente dans 1 U 7y Vi € Z" est famille d t

forcément libre mais pour laquelle il existe une forme linéaire ¢ : R™ — R telle que ¢ (y;) > 0 pour
1=1,...,k.
Indication. On pourra trianguler le polytope P = {x € C (v, ..., ) : {(x) = 1}.

5.2 Le théoréme de Brion

Soit P C R™ un polytope défini par P = {x € R" : {;(z) < a; pour tout ¢ € I}, out I est un ensemble
fini et pour tout ¢ € I, ¢; : R — R est une forme linéaire et a; € R.

On dit que P est rationnel si pour tout ¢ € [ on a a; € Z et {;(x) € Z pour tout x € Z".

Soient z € P ety € R™\ P. On dit que y voit z si [z,y|NP = {z}, on a noté ici [z, y] = Conv({z,y}),
le segment d’extrémités x et y. On note enfin ¥, I'ensemble des points de P vus par y.

(39). Montrer que pour tout y € R"\ P, ¥, est la réalisation d'un complexe composé de faces de P.
(40). Prouver que siy € R*\ P, ona x (X3,) = 1.

Indication. On pourra choisir un hyperplan H et se ramener a montrer le méme résultat pour
{ly, 2| N H : z € ¥,}.

(41). Soit F' une face de P et
Crp={xeR":VieSp, li(x)<a;}.
Soit y € R™\ P : montrer que y voit F, c’est-a-dire F' C ¥, si et seulement si y ¢ C.
Dans la suite de cette partie 5.2, on suppose que P est rationnel.
(42). Montrer que Eg, est rationnel pour toute face F' de P et que E¢,, est de torsion si dim F' > 0.

(43). Prouver I'égalité '
Z (_1)d1mFECF — EP~

F face de P

(44). En déduire le théoréeme de Brion : pour tout polytope rationnel P, Ep est rationnel et on a

IEp= > 1Eg,

v sommet de P
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5.3 Application au théoréme d’Ehrhart

Soit k € N*, vq,...,7 € Z" et P = Conv (7, ...,7). Pour tout entier ¢t € N, on note tP = {tx,z €
P}.

(45). Montrer 1'égalité suivante pour t € N* :

IEp= > 2" 1B,

v sommet de P

(46). Montrer qu’il existe un polynéme fp(x) a coefficients complexes tel que pour tout ¢ € N on ait

Card (tPNZ") = fp(t).

(47). Supposons maintenant que P est un polytope rationnel. Montrer qu’il existe une fonction quasi-
polynomiale fp tel que Card (tP NZ") = fp(t) pour tout ¢t € N.

Pour tout entier £ > 1, notons

H, (k) = Card {M €EM,(Z): M;; 20, Y Myy=> My;=kpouri,j=1,... ,n} :

/=1 (=1

(48). Montrer que H, (k) est un polynéme en k et déterminer son degré.



