EXERCICE

1. (a) Soit (x,t) € R x RT, alors |f(z,t)e”| = |f(x,t)]e™" < Me™".
(b) Soit 2 € R.La fonction ¢ — f(x,t)e™" est continue sur [0, +oo[. D’aprés a) ci-dessus elle
est intégrable sur [0, +o00] car majorée par une fonction intégrable sur [0, +oo[, donc ¢y
est bien définie sur R.

(c) Soit x € R. Pour tout t > 0, on a |f(z,t)le™ < Me™ et lim e* = 0, donc

t——+o0
—t _
tlgrn f(z, t)e " = 0.

2. (a) Les fonctions g et h sont bornées sur R x R™, donc d’apreés la question 1), les fonctions
g et @y, sont bien définies sur R.

(b) On a ¢,(z) = [,7 cos(xt)etdt = [~ cos(wt)e™ — o [ sin(xt)e'dt. On sait que
. 1121 (— cos(xt) B =0et la valeur de la quantlte dans le crochet en ¢t = 0 est —1, donc
—+00
pylr) = 1—37%( )-

(c) On a gu(x) = [, sin(at)etdt = [—sin(at)e "> + x [," cos(xt)e~*dt. On sait que
thin (— cos(xt) H=0 et la valeur de la quantité dans le crochet en ¢ = 0 est 0, donc
—400

pn(x) = 2py().
(d) Compte tenu des deux relations ci dessus, pour tout z € R, on a: p,(z) = 1 —z¢y(z) =

1 — 22y (), done (14 2?)p,(2) = 1, et finalement py(z) = 7=

(e) Soit  €]0, +ool, alors [ py(t)dt + fo w,(t)dt = arctan( )+ arctan(l) =z

2
D’aprés la relation liant ¢y, et g, ON & cph( ) =1(1- donc pour tout
€]0,4o00[, on a

1+z2) - 1+ T+a2°

8=

z 1 51 1

= %(ln(l +2%) —In(1 + 2°%) + 2In(z))
= In(z)

PROBLEME

Partie 1 : Etude d’une série géométrique particuliére et son application

1. (a) Soit z € R tel que x # 1, alors > fi(z) = > 2% = % (somme des n + 1 premiers
k=0 k=0

termes d’une suite géométrique de raison x avec # 1.
(b) En dérivant la relation ci-dessus par rapport z, il vient

Zkkl —(n+1z"(1—2)+1—2"  na" —(n+1)2" +1
’ (1= T ey

(¢) i Soit x €] —1,1], alors
e Si x = 0, la suite est nulle & partire de n = 1, donc sa limite est nulle,
esi x # 0, alors In(|nz"|) = In(n) + nln(|z]) =n (ln(|x\) + mf;”), comme In(|z]) <




2.

(a)

(d)

0 et lim lnfln) = 0, on a lim In(jnz"|) = —oo, donc lim |nz"| = 0 donc
n—-4o00 n—4o00 n—+00

lim (na™) =0..

n—+o0o

e Une deuxiéme méthode consiste a remarquer que par la régle de D’Alembert la
série > na™ est absolument convergente, donc son terme général tend vers 0.

e Une troisiéme méthode : La série entiére Y nz™ a 1 pour rayon de convergence car
c’est la série entiére dérivée de >z, donc elle converge absolument pour |z| < 1,
donc son terme général converge vers 0.

ii. D’aprés I)1)b) la somme partielle d’ordre n de la série Y nf,_1(z) est

S — i fpkol nz™t — (n+1)a" +1
k=1

(1—x)? ’
donc lim S, = ﬁ, puisque le numérateur est (x — 1)(na™) — 2™ + 1, converge
n——+0oo
vers 1 car lim nz"™ = lim 2" = 0. Il en découle que la série demandée est
n—-+00 n—-+00
= 1 1
n— —

convergente et sa somme est 21 na"" = g

n=

Il s’agit d’une série entiére » (?) 2", qu’on peut par le changement d’indice n—j = k,
n>j

écrire > (k;.”)xk, c’est donc la série entiere > aga*, de coefficients ay, = (kjj) pour
k>0

tout k£ € N. Pour tout £ € N, on a donc a; > 0 et o = Uil = ko donc
AXp+1

lim
k—4oo @k
On sait que toute série entiére est de classe C'*° sur son intervalle ouvert de convergence
et qu'on peut la dériver terme a terme autant de fois que l'on veut, en particulier la

- N , 4 / _ O S |
série entiere S;(w) est dérivable et Sj(z) = >Z+1 (J)(n J)x . Remarquons que

n>j

=1 et le rayon de convergence de la série entiere proposée est R = 1.

pour tout n > j+ 1, on a

n N , n! _(ia1 n! (a1 n
()= = =5 = 0 Vg =g = 09 )

ce qui permet de dire que S%(z) = (j +1) > (jil)x”_(j“) =(7+1)Sj11(x).
n>jtl

On commence par :

+o0
e Démarrage : Pour j =0, on a Sp(z) = Y. (})(n—0)z" = Y a" = = = W
n>0 n=0

e Hérédité : Soit j € N tel que Vo €] — I, 1], S;(z) = W, alors, compte tenu du
résultat de la question I)2)b), pour tout = €] — 1,1[, on a Sj1(x) = ]%Sj’(x) Par
hypotheése de récurrence, on a :

S0 = 1 (=) = e

donc Sjiq(x) = m, ce qui termine la démonstration du résultat demandé, en
utilisant un raisonnement par récurrence.

Soit z €] — 1, 1], pour tout n € N* on a

Uy =n’fr1(x) = n?2" "t = [n(n — 1) +nja" !,



donc sin > 2, on a u, = an(n — 1)z" 2 + na" ! = zw,(z) + v, (z) avec w,(z) et v,(z)
sont les termes généraux des dérivées seconde et premiére de la série entiére Sy(z), donc
la série est convergente et sa somme est

+ioonzf () = zS{(z)+ Sh(z) = 2 + !
v SR T (=2 (1 —w)?

20+ (1 —x) r+1

I==zp (-2

3. (a) Sion note ¢ = 1 — p, alors pour tout k& € N*, on a kP(X = k) = kpg*~!. D’apreés
la question I)1)c)ii) La famille (k¢"*~!)zen- est sommable de somme ﬁ = #, donc

E(X) existe et E(X) = & =1

p p
(b) D’aprés la question 1)2)d) La famille (k%¢*~!)ien- est sommable(car la série associée
est absolument convergente) de somme (11:“(1‘1)3 = %, donc E(X?) existe et
2p — p? 2 1
E(x?)=2L_F _°__
p p p

(c) On sait que V(X)) existe si et seulement si E(X?) existe et alors

2 1 1 1 1 1-p
VX)=EX?) - (EX)Y? =5 —--- % =—-—-= .
(X) = E(X7) — (E(X)) 2y R R T

Partie 2 : La résolution d’une équation différentielle

1. Soit ¢ un réel strictement positif. Pour tout = € [0, +o00[, on a

eftx

1422

G (x) = 2" f(x,t) = 2"

e La fonction  — g(n4 () est donc continue sur [0, 4+-o0].

e Pour z au voisinage de 400, on a g, (z) ~ 2" 27 comme t > 0, alors, pour z au

voisinage +00, on a g (x) = o (;12), donc f1+°° G(n,t)(x) dx est convergente.
e [l en découle finalement que 'intégrale fOJrOO 9(n,t)(z)dx est convergente.

+00 gne—tz
0 1422
. La fonction u est de classe C' sur

Z.n+1
T2l

dz. Notons u

2. Soit n € N. Pour tout réel strictement positif ¢, on a h,(t) =
9 . . ne,—tx
I'application de u : Ry x Ry — R;(z,t) — e

Ry x R™ et pour tout (z,t) € Ry x R, on a: $(z,t) =

a > 0 fixé, on a

e~ de sorte que pour

n+1 n+1

ou
G| =

Xz _ Xz
ext

V(z,t) € RT x [a, +o0, o] < i

e~ — ¢a(w)

et application v, est continue et intégrable sur [0, +oc[. Par le théoréme de dérivation sous
le signe intégral, la fonction h, est de classe C'* sur [a, +o00[ pour tout a > 0, donc sur |0, +oo|
et pour tout £ > 0, on a la formule de Leibnitz

oo g pne—te too pntlo—tx
no= [ Girat= | =



3. Notons que les justifications de base pour I'application du théoréme de dérivation sous le
signe intégrale k fois, sont validée par le fait que I'application

xne—tx

uw: R x R™ 5 R, (2,t) = u(z,t) = gy (z) = 1522

est de classe C*° sur Pouvert R x R**. Les autres validations qui restent(I’hypothése de
domination notamment), seront traitées dans la suite.

e Pour tout (z,t) €]0,+oo[?, on a 2 (z,t) = (— x)kfﬂa;x = (—1)kgnt* fﬂz, donc, si a est
un nombre réel strictement positif, alors
au e—ta: e—az
V(x,t) €0, +o0|Xx|a, +00 o t)| ="t <tk — ),
(2.0) €0, sl ol g )| = a4 <t o)

e [application 9, est continue et intégrable sur |0, +oo].
e Donc le théoréme de dérivation sous le signe intégral concernant les fonctions de classe C*
s’applique et on peut dire que h,, est de classe C* sur R** et que pour tout t € R**, on a

) +o0 b ik e—tx . +o0 ok e—tz .
hy”(t) = —1)" 2" ——dx = (-1 " ———dx = (—1)"h, .
00 = [0 = () [ e = () o)
4. Pour n € Net ¢ >0, on donne I( fﬂo e dx.
(a) L’application x +— z™e™ " est contmue sur [0, +oo[. Au voisinage de +00, on a x™e”
0 (%), donc I,(t) existe.

(b) On fait une intégration par parties, on a I,(t) = [—te @a"|§> + 2 [[F* g7~ le~t*dz. Le
crochet est nul car puisque n € N*, la quantité entre crochets est nulle pour x = 0, par
aillleurs lim —fe 2" =0, donc I,(t) = 21,1 (t).

tx

T—>+00
(¢) On démontre le résultat par récurrence :
— T otz g, — 1 — 0
ePour n =0, on a Iy(t) = [, dr = ; = w57

e Soit n € N* tel que Vt > 0, [n( ) = 2 Smt t > 0; d’aprés la question 11)4)b), on a
L1 (t) = 254 1,(t), et d’aprés Phypothése de récurrence, on a

n+1n  (n+1)!
t g+l n42

L (t) =

On a donc démontré par récurrence que Vn € NVt > 0, I,,(t) = t,f%

(d) On sait d’aprés IT)3) que A (t) = (—=1)?h,12(t) = hpio(t). Il en découle que

—xt

R (t) 4 hy(t) = hnga(t) + b (t) = / +oo(ac” + x"+2)e—dx,

14 2
donc
” +0o 9 efxt +o00 o n
hn(t)Jrhn(t)_/O ( +1>1+x2d“"_/0 Pertde = I,(1) = .
(e) Ona hy(t) = [ a" % 7de. On a
6—7550 e %
Vil " _
[ ’+OO[’ L 1;2_1_1 - l’2+1 90('1')7

et I’application ¢ est continue integrable. Le théoréme de convergence dominée appliqué
a la famille de fonctions (f;);>1 définie par fi(z) = h,(t) (Uentier naturel n ici est fixé),

donne lim h,(t) = 0+°° lim h(x) =0. D’ot, pour tout n € N, on a lim h,(t) = 0.
t—+o00 t—+o00 t—+o00



5. (a)

La solution générale de I'équation différentielle 3" 4+ w?y = 0 pour w > 0 donné est
y(t) = Acos(wt) + psin(wt), A\, u € R, en particulier pour le présent cas, w = 1, la
solution générale de I'équation différentielle (EH) " +y =0 est

y(t) = Acos(t) + usin(t), avec A, u€R.

D’aprés la question IT)4)d) on a vu que h,, est une solution de I’équation différentielle
(&n), et d’aprés la question I1)4)d) on a tliin hn(t) = 0. Supposons que h et k sont
— 100

des solutions de (&,) alors h — k = f est une solution de (£H). Si on suppose de plus
que tEerooh(t) = t£+mook(t) = 0, alors t£+moof(t) = 0. D’aprés la question II)5)a), il
existe A\, 1 € R tel que f(t) = Acos(t) + wsin(t), donc si on suppose (A, p) # (0,0),
soit z le nombre complexe z = A + pi, donc |z| = A = /A2 + u?, si 0 = arg(z) alors

z = A(cosf + isin @), donc { A = Acos(0)

= Asin(9) ’ ot

f(t) = A(cos(0) cos(t) + sin() sin(t)) = Acos(t — 0).

On a f(t) = Acos(t — ) et A # 0, donc cos(t — 0) = % f(t) et comme tliin f(t) =0,

on a une contradiction car la fonction ¢ +— cos(t — 6) ne posséde pas de limite quand ¢
tend vers +o00. Il en découle que A = 1 = 0 et par suite que f est nulle donc que h = k,
d’ot I'unicité de la solution k,, de (&,) qui réalise tligrn k,(t) =0

—+400

—+o0 —tx
- —d

Partie 3 : Une autre expression de [,
+x

1. On donne k € N, la fonction ¢ de classe C* sur R™ et 1+°O p(t)dt est convergente. Pour tout
x>0, 0na(r) = [ pt)dt, donc (z) = [,* p(t)dt — [ p(t)dt. D’aprés le théoréme
fondamental de I’analyse, la fonction v est de classe C**! sur ]0, +-o00[ et 1) = —p*),

2. (a)

(b)

()

Une intégration par parties donne

/s sin(w —uw) | _ [_cos(x - u)] . / cos(xQ— W,

cos(t —u)  cos(s —u) /s cos(x — u)
- - _ Wy,
t s : x?

On a % < Loet f;roo 1dx est convergente donc I'intégrale :OO de est
absolument convergente, or lim <6=% — ( car [<E=0| <1 4 ( donc lintégrale

s—+o00 — % s—+400

ft oo Sin(fﬂ—_")dx est convergnente et

400 _ _ +o0 _
/ sin(x u)d cos(t — u) _/ cos(x — u) Q.
t t

Tr =
T t 2

On ad(t) = f;oo bm(ath)d$ Une intégration par parties donne

o(t) = [_w] - /t s —t) g,

2
T ¢ i



et comme cos(x — t) = cos(x) cos(t) + sin(x) sin(t), il vient

o(t) :%—cos(t) /t = 8®) 4 sin(t) /t Tsin) g,

2 2

Les deux derniers termes de 6(t) sont au signe prés de la forme f:oo @;(z)dz pour
J € {1,2} avec avec ¢ (x) = %&x) et pa(z) = w;# donc ; satisfait les conditions de la
question IIT)1) & savoir ¢; est de classe C*, pour tout k € N, sur ]0, +-o00| et I'intégrale
f1+oo @;(z)dx est convergente, il en découle que les deux fonctions ¢ +— f;oo @i(x)dx
sont de classe C*, pour tout k € N. Il en découle que la fonction 6 est de classe C*,

pour tout k € N et on retient I’expression de 6

VS0, O(t) = % — cos(t) /t " on(@)dz — sin(t) /t " o(a)da,

__ cos(z)
Vo > 0, { pi(r) ==

avec

p1(r) = CO;#

(d) On va utiliser 'expression ci-dessus de € pour calculer 6 et 6", il vient pour tout ¢ > 0,

1

0'(t) = 2 + cos(t)e1 (t) + sin(t)ps(t) + sin(t) /t h o1 (x)dz — cos(t) /t h po(x)dz.

Remarquons que cos(t)@1(t) + sin(t)gs(t) = %, il en découle que :

400 +o00
0'(t) = sin(t)/t o1(x)dx — cos(t)/t o (x)d.

Par suite :
0" (t) = —sin(t)p1(t) + cos(t)pa(t) + cos(t) /t h o1 (z)dz + sin(t) /t N o (z)dz.

Remarquons ensuite que — sin(t)y;(t) 4 cos(t)p2(t) = 0, il en découle que :

9 (1) = cos(t) /t " p1(2)de + sin(?) /t " o).

Or, I'expression de 60(t) est :

+00 +o0
0(t) = % — COS(t)/t 1 (z)dxr — Sin(t)/lt wo(z)de,

donc, en combinant les deux relations on a V¢ €]0, +oof, 6"(t) +0(t) = ;.

;OO 1(x)dz — sin(t) ;roo po(x)dz, on a |0(t)] <
L | [ r(@)da] + | ;7 pa()dz]. Comme les intégrales [ ¢;(z)dz convergent

pour tout j € {1,2}, on a tli+m f;roo @;(z)dr = 0. Il en découle par comparaison que
—r+00

e) D’aprés Iexpression 6(t) = 1 — cos(t
t

lim 6(t) = 0.
t—4o00
3. La fonction hy définie par ho(t) = 0+°O %dx. D’apreés la question IT)5)b), cette fonction

ho est I'unique solution de I’équation différentielle y” +vy = % tel que tliin ho(t) = 0. Comme
—+00
la fonction 6 ci-dessus vérifie ces conditions on a hy = 6 sur |0, +-o00[, ainsi :

+o0 —tx +00 o3 —t
Vi >0, / . :/ sin(@ —1) ;.
0 t

1+ 22 T

6



4. On donne u, = [

n+°° —S‘“(“’ t) dx, pour tout n € N*, donc pour tout n € N*, on a u, =

fOJrOO f;;; dx. Le théoréme de l'intégration terme a terme pour les fonction positives permet
de dire que dans R = R, U {+oo} [0,4+00], on a cette interversion pour la suite de

fonctions (f,)n>1, tel que fu(v) = {77, on a alors :

+oo +oo  o—nz +o0 o0 _

n=1

donc

400 +00 400 400 —x +o0

1 1 1 1
E Up = / E e "dx = / € — / - -
— o 14z o l+a?2l—e® o l+a?er—1

Or l'integrale obtenue est divergente car au voisinage de 0 & droite on a ——5—=- ~ % donc
14+x% e?—1 x?
o0
la série ) u, est divergente. Plus précisément ) u, = +o0.
n=1

Partie 4 : Application : le calcul de f0+°° L

sin(z)

. La fonction = — est continue sur |0, 400 et prolongeable par continuité au point 0 &

sin@) _ 1. Par ailleurs pour tout X € [1,400], une intégration par parties

/X sinfe) {_%]X_ /X 0 4,

ity ) [t

droite puisque hH(l)

donne :

X sin(zx) d

1 T existe et vaut

Il en découle que hrn
+
X
lim
X—+oo Jq xT

. 400
sin(x cos(x
( )dx = cos(1) —/ g )dx,
1 T
car, puisque on a Vo > 1, M < 12 et lintégrale de Riemann [ 1 —dz est conver-
& 1

gente, on en deduit que lmtegrale +°° COS("” dz est absolument convergente En conclusion

f;roo sin@) 4y = cos(1) — 1+oo cos(x) dx et l’mtegrale de Dirichlet [, Fee Sm(‘r dz est convergente.

(a) On fixe t > 0. La fonction x — ?n(ft)) est continue sur |0, 1] et admet comme limite en

0 le réel 1, donc I'intégrale ! ;m (z)

dx est convergente.

e On sait que Vx €]0,1], sm(x) < x, donc fl ;lzft) dx fol ﬁdx et comme 1'in-

SlIl

tégrale fo p e )z est positive car c’est celle d'une fonction positive sur |0, 1], on a
1 sm(m
‘ 0 z(z1t) x‘ < fo ( +t)dm

(b) La fonction x

() est continue sur [1,+00] et pour tout x € [1,+00[, on a

z(x+t)
%) |S@ < L et lintégrale de Riemann [~ Ldgz: est convergente, donc l'intégrale
(w—&-t) z 8 1
o0 sin(@) 40 est convergente et en vertu de linégalité (x) ci-dessus et que la fonction
1 z(z+t)

qu’on intégre est positive on a ‘ +°° :I;th)d ‘ < fl * % dz, pour tout ¢ > 0.

7



+00 sin(x) dt = +00 sin(z—t) +00 sin(x)

(c) Soit t > 0. On a 0(t) — [, , . oEe — [T R e, Le changement de

variable y = x — t donne f;roo w = 0+OO Si;%dy. Il en découle que :
o) /+°° sin(x)dt /+°° sin(z — t) /+°° sin(w)d
— — - 7 x
0 x ¢ x 0 r+t

Hoo 1 1
= / sin(x) (— — ) dz
0 r x4+t

T sin(x)
—t/o —x(x 1) dx

‘e(t)—/;m Smf)dt‘ — ‘—t/0+m;;—%dm‘
! /0%10 x??fi)dx o
([ el )

Tenant compte des majorations des deux intégrales ci-dessus trouvées dans les questions
IV)2)a) et IV)2)b) ci-dessus, on a :

+o0 3 1 1 +o0 1
‘9(1&)—/ Sm(x)dt’ < t(/ da:+/ —de>
0 x 0 T+t 1 x

= tn(z+ 1))y + [—1] - =t(In(t+1)—1In(t) +1)

Donc :

Finalement, on a :

+00 3
vVt >0,|60(t) — / wdt’ <t(ln(t+1) —In(t) + 1).
0 x
3. D’aprés la question IIT)3), on a pour tout ¢ €]0,4o00], O(t) = 0+OO %dm, donc on peut

essayer de calculer lim+ 0(t) en utilisant le théoréme de convergence dominée pour la famille
t—0
e—tz

de fonctions (U)o définies par Uy(r) = {1z
e Pour tout ¢ > 0, la fonction U, est continue et intégrable sur |0, +o0.

e Pour tout z €]0, 400, on a lim Uy(z) = .
t—0t £
oVt €]0, +oo, ¥ € [0, +00[, |U(x)| < =5 et cette derniére est continue et intégrable sur
. +o0o _ [Fooq. _ fFoo 1 T
[0, +00[. On a alors t1_1>r(1)f1+ Jo T U(x)dz = ["7 limt — 07Uy (z)de = [ Tzde = 5.

On a démontré dans la question IV)2)c) ci-dessus que :

Yt >0, ‘G(t) - /;Oo Smfht‘ < t(In(t + 1) — In(t) +1).

On a lim (#(In(t 4+ 1) — In(t) + 1)) = 0 et on vient de prouver que lim §(¢) = 7, donc

t—0t t—0t

+00
/ sm(m)dx 7
0 2

Xz




: 2 . 2
4. Notons [ = [ (%) dz. La fonction = — (sz—(m)> est continue sur |0, +oo[ et admet 1

2
comme limite en 0. Par ailleurs pour tout = € [1,400[, on a 0 < <Sm$( )> et +°o 1 —dz

est convergente donc l'intégrale J est convergente.

eCalculde I : On a
;= /+°° sini(a:)
0 T

_ |-t % 2sin(x) cos()
[ sin” x} +/0 dx
2) 4

e T

o0 sin(2
= dz.
0 i
+00 sin u)

Le changement de variable 2z = u donne I = [, du, donc compte tenu du résultat de
la question IV)3) ci-dessus, on a

5. On a J = +°° I&dx La fonctlon T 1_%25(@ est continue sur [0, 4+oo[ et quand x

1 . .
tend vers 0 on a 1 — cos(z) ~ 7 donc %(w) ~ % Par ailleurs au voisinage de +o00 on a

1_%(%) =0 (%2) ce qui justifie que J est convergente.
400 1—(1 2sin2(%) 400 25in2(£) .
e Calcul de J, on a J = f x—zdx = |, —=>dz. Le changement de variable

= u, donne J = [ oo Zsm Zsin (W o gy = f0+°° sin’u gy, done J = I et finalement

+o00 1 —
J = / —Czs(x)dx _T
0 x 2

2

Ona K = [ oo sin (x dz. La fonction x — M est continue sur ]0 —|—oo[ et admet 0 comme

limite en 0. Par allleurs pour tout = € [1,+oo[ ona( < ("’5 < Set f1 * Sda est
convergente donc l'intégrale K est convergente.

e Calcul de K : On a
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Le changment de variable 2x = u, donne
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Finalement, on a



